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Aufgabe 1. [5 Punkte]

Richtig oder falsch (ohne Begriindung)? (Fir jede korrekte Antwort gibt es einen Punkt, jede
falsche Antwort gibt einen Punkt Abzug. Die minimale Punktzahl der Aufgabe ist 0.

1. Eine auf einem Gebiet definierte holomorphe Funktion, die nur reelle Werte annimmt, ist
konstant. wahr (folgt aus Cauchy-Riemann)

2. Es gilt [, D1 (0) % = 5-. falsch (tatséichlich ist das Integral gleich 27i)

3. Es existiert ein Gebiet U C C und eine surjektive holomorphe Abbildung f : U — D;(0).
falsch (nach dem Satz iiber die Gebietstreue.)

4. Es gibt eine holomophe Funktion auf C die genau in den Punkten z, = log(n),n € N,
einfache Pole mit Residuum 1 hat. wahr (folgt aus dem Satz von Mittag-Leffler)

5. Es gilt

2
/ & dz = 8mi.
aD3(0) < 2

wahr (Cauchy-Integralformel)
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Aufgabe 2. [2+4 Punkte]

1. Zeige, dass die Funktion

C\{0} —C
z — sin(1/z)

eine wesentliche Singularitéit in 0 hat.
2. Wo sind die folgenden, auf ganz C definierten, Funktionen
fe) =11 gz +iy) =2® —iy”.

komplex differenzierbar?

1. Wir nehmen an die Singularitiit ist nicht wesentlich. Dann hat p(z) = 2z¥sin(1/2) eine
hebbare Singularitét bei 0, wenn k& € N grof genug ist. Weil ¢(1/(n7)) = 0 fiir allen € N
gilt, ist dann die fortgesetzte Funktion ¢ identisch 0 (Identitétssatz). Aber ¢ ist nicht
identisch 0, die Annahme war also falsch.

2. f,g sind genau dort komplex differenzierbar, wo die Cauchy-Riemann Differentialglei-
chungen erfiillt sind.

ORe(f) _ oy ORe(f) _ 9y
ox dy

oIm(f) B oIm(f) B

o =0 oy ="

f ist also genau im Ursprung komplex differenzierbar.

ORe(g) ORe(g)
=2 =0
ox oy
dIm(g) oIm(g)
or 0 dy 2y

g ist also genau in den Punkten t — it € C,t € R komplex differenzierbar.
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Aufgabe 3. [2+242+2 Punkte]

no

. Formulieren Sie den Riemannschen Hebbarkeitssatz.

Zeige (ohne Verweis auf die folgende Teilaufgabe), dass eine holomorphe Funktion
f: D2(0) — C
mit der Eigenschaft f(z) = f(2z) fiir alle z € D;(0) bereits konstant ist.

Beweise, dass eine holomorphe Funktion f: Dy(0)\ {0} — C mit der Eigenschaft f(z) =
f(22) fiir alle z € D;1(0) \ {0} konstant ist.

Geben Sie eine nichtkonstante holomorphe Funktion g : C~ :=C\{zr € R|z <0} — C
an, so dass g(z) = g(22) fiir alle z € C~ gilt.

Sei U C C ein Gebiet, w € U und f : U\ {w} — C holomorph. Wenn eine Umgebung V'
von w existiert, so dass die Einschrinkung von f auf V'\ {w} beschrinkt ist, so existiert
eine holomorphe Funktion F': U — C, so dass f(z) = F(z) fiir alle z # w.

Sei 0 # w € Dy(0), dann gilt f(w) = f(w/2) = f(w/4) =...= f(27") fiir n € N. Weil f
stetig ist gilt auch f(0) = lim,, f(27"w) = f(w), denn 27w ist eine Nullfolge. Nach dem
Identitatssatz ist f konstant.

Weil K = Djy /2( )\ D1/2(0) kompakt und f stetig ist, ist f beschrénkt auf K. Also existiert
M, so dass |f(z)] < M falls z € K. Fiir alle z € Dy(0) \ {0} existiert n € Z, so dass
2"z € K. Es folgt |f(2)| = |f(2"2)| < M. Daher ist f auf D5(0) \ {0} beschrénkt. Nach
dem Riemamnnschen Hebbarkeitssatz existiert eine holomorphe Funktion F': Dy(0) —
C die auf Dy(0) \ {0} mit f tbereinstimmt. Nach der vorangehenden Teilaufgabe ist F
konstant, also auch f.

Sei log : C~ — C der Hauptzweig des Logarithmus. Dann hat

01 (3)

die verlangte Eigenschaft

R (27Tlog ) Sm( log (= 10g+ log(2))
— sin <2wlog( )+2 > 9(2).
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Aufgabe 4. [142+43+1 Punkte]

1

1. Bestimme den maximalen Definitionsbereich von f(2) = ;——.

2. Sei Y cn2" die Potenzreihe von f um den Ursprung. Geben Sie den Konvergenzradius
der Reihe an.

3. Benutzen Sie die Relation (1 — z — 2%)f(2) = 1 um zu zeigen, dass ¢y = 1,¢; = 1 und
Cn = Cp_1 + Cp_g fiir n > 2 gilt.

4. Bestimme limsup,, /cy,.

1. Die Nullstellen des Nenners sind 2z 5 = M, der maximale Definitionsbereich ist C \

{2172}. ’

2. Der Konvergenzradius p der Reihe ist der Radius des gréfiten Kreises um 0, auf dem f
holomorph ist. Also p = min{|z|, |z2|} = @

3. Auf dem Konvergenzkreis der Reihe gilt
1= f)(1 = 2= 22)

= (Z cnz”> (1—2z—2%

=co+(c1—co)z+ (g —c1—cp)2® + (3 —cy — 1)z
+.. 4+ (cn—cCpo1 —Cr2)z" ...

3

Weil zwei Potenzreihen genau dann iibereinstimmen, wenn die Koeffizienten {ibereinstimmen,
folgt die Behauptung.

4. Nach dem Satz von Hadamard gilt wegen 0 < ¢, € R

5+1
\/_2+ = p~' = limsup {/|c,| = limsup {/c,.
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Aufgabe 5. [7 Punkte]

Seien f, g holomorph auf einer Umgebung von a € C und a sei eine Nullstelle der Ordnung k
bzw. [ von f bzw. g (wenn eine holomorphe Funktion an einem Punkt keine Nullstelle hat so
sprechen wir von einer Nullstelle der Ordnung 0).

Zeigen Sie, dass a eine Nullstelle der Ordnung k + [ von f - g ist. Welchen Typ Singularitét
/Nullstelle hat die Funktion f/g bei a in Abhéngigkeit von &, [.

Auf einer Umgebung von a existieren holomorphe Funktion f , g, so dass f (a) # 0 # g und
F2) = (- )b f(2).0(5) = (= — a)la(e).

Dann gilt (f - g)(z) = (z — DFf(2)g(2) und f(a)g(a) # 0. Dies zeigt, dass f - ¢ in a eine
Nullstelle der Ordnung k + [ hat.

Wenn k = I, so gilt f(2)/g(z) = f(2)/§(z). Wegen g(a) # 0 ist die rechte Seite eine holomorphhe
Funktion auf einer Umgebung von a, also hat f/g in a eine hebbare Singularitét falls k& = [.
Wenn k > [, dann f(2)/g(z) = (z—a)* ' f(2)/§(z). Weil f/§(a) # 0 hat f/g in a eine Nullstelle
der Ordnung k — [.

Wenn k < [, dann gilt f(2)/g(z) = —

(z—a)l~ k
[l — k in a, der zweite hat eine hebbare Smg el a und der Wert der Fortsetzung an diesem

Punkt ist f( )/g(a) # 0. Also hat f/g in a einen Pol der Ordnung | — k.
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Aufgabe 6. [24+242 Punkte]

1. Formulieren Sie den Satz von Liouville.

2. Geben Sie eine holomorphe Abbildung f : {z € C|Im(z) > 0} — C die beschrénkt,
aber nicht konstant ist.

3. Zeigen Sie, dass keine biholomorphe Abbildung ¢ : {z € C|Im(z) > 0} — C existiert.

1. Eine auf ganz C holomorphe, beschrinkte Funktion ist konstant.

2. Es gilt |exp(z)| = exp(Re(z)). Also ist f(z) = exp(iz) wegen |f(z)| = exp(—Im(z)) auf
{Im(z) > 0} beschrénkt und offenbar nicht konstant.

3. Wenn es eine biholomphrphe Abbildung ¢ : {z € C|Im(z) > 0} — C gébe, so wére
f o1~ auf C holomorph, nicht konstant und beschriinkt. Das widerspricht dem Satz von
Liouville.
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Aufgabe 7. [24+3+2 Punkte]

1. Wie lautet der Satz von der Gebietstreue?

2. Sei f : U — C holomorph und D C U eine abgeschlossene Kreisscheibe mit Mittelpunkt

c. Wir definieren _
min{|f(z) — f(¢)| |z € 9D}
2
und nehmen in dieser Teilaufgabe an, dass 6 > 0. Man beweise, zum Beispiel mit Hilfe

des Satzes von Rouché, dass Ds(f(c)) C f(D).

5:

3. Verwende die vorangehende Aufgabe, um den Satz von der Gebietstreue zu beweisen.

1. Sei U C C ein Gebiet (d.h. offen und zusammenhéngend) und f : U — C holomorph.
Dann ist f entweder konstant oder f(U) ein Gebiet.

2. Die Funktion f — f(c) hat mindestens eine Nullstelle in D, ndmlich c. Falls |f(c) —w| <
min{|f(z) — f(¢)| |z € 0D} hat (f — f(¢)) + (f(¢) — w) = f — w auch mindestens eine
Nullstelle in D (Satz von Rouché). Daher hat f eine w-Stelle in D, falls w — f(c) < §.
Also Ds(f(c)) C f(D).

3. Sei U ein Gebiet und f : U — C holomorph. Weil f stetig ist, ist f(U) zusam-
menhéngend. Angenommen f ist nicht konstant und ¢ € U. Nach dem Identitétssatz
existiert eine Scheibe D(c) C U so dass f(z) # f(c) fiir alle ¢ # z € D(c). Die letzte
Teilaufgabe zeigt, dass eine Zahl ¢ > 0 existiert, so dass Ds(f(c)) C f(U). Also ist f(U)

offen.
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Aufgabe 8. [2+3 Punkte]

1. Sei U ein Gebiet und f : U — C holomorph. Welche Aussage macht das Maximumprin-
zip iiber die Funktion

g:U—R
22— |f(2)].

2. Sei f nun eine holomorphe Funktion, so dass $(f) ein lokales Maximum annimmt. Zeige,
dass f konstant ist. (Hinweis: Exponentialfunktion).

1. Falls g ein lokales Maximum annimmt, so ist f konstant.

2. Die Funktion exp(f(z)) ist holomorph und es gilt |exp(f(z))| = e®/). Wenn also
R(f) ein lokales Maximum annimmt, so auch | exp(f(2))|. Nach dem Maximumprinzip ist
exp(f(z)) konstant. Weil exp ein lokaler Diffemorphismus ist, hat jeder Punkt in U eine
Umgebung auf der f konstant ist. Weil U zusammenhéngend ist folgt, dass f konstant
ist.
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Aufgabe 9. [2+443 Punkte]

Seien a, b verschiedene komplexe Zahlen und f : C\ {a,b} — C holomorph.
1. Zeigen Sie, dass f auf C\ {ta+ (1 —t)b|t € R\ (0,1)} eine Stammfunktion hat.

2. Beweisen Sie, dass f auf C\ {ta+ (1 —¢)b|t € [0,1]} genau dann eine Stammfunktion
hat, wenn res,(f) + resy(f) = 0.

3. Zeigen Sie, dass

g:C\{0,1} —C
1

Z'—>z(z—1)

eine Stammfunktion auf C\ [0, 1] hat.

1. Das Gebiet C\ {ta + (1 —t)b|t € R\ (0,1)} ist sternférmig beziiglich (a + b)/2, denn
jede Gerade durch (a + b)/2 schneidet die Gerade durch a,b genau in (a + b)/2 oder die
Gerade geht durch a, b.

Also hat f auf diesem Gebiet eine Stammfunktion.

2. Nachdem Residuensatz gilt fiir einen geschlossenen Integrationsweg v in C \ {a, b}

/ F(2)dz = 2 (resa(£)n(v, a) + resy(£)n(7,b))

Wenn der Weg v in V := C\ {ta + (1 — t)b|t € [0,1]} liegt, also die Strecke zwischen a
und b nicht schneidet, so gilt n(vy,a) = n(vy,b).

Eine Stammfunktion von f auf V existiert genau dann, wenn f7 f(2)dz = 0 fir alle
geschlossenen Integrationswege in V' gilt. Also hat f eine Stammfunktion in V' genau
dann, wenn res,(f) + resy(f) = 0. (Es gibt offensichtlich Integrationswege v in V' mit

n(7.a) 0.

3. Es gilt resg(g) = —1 und res;(g) = 1. Nach der vorangehenden Teilaufgabe hat g eine
Stammfunktion auf C'\ [0, 1].
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