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Un peu de mécanique quantique

Description classique

Une particule évolue dans I'espace des phases M = R¥ x R9
L'énergie £.(x, p) = p? + V(x) ol V est un potentiel extérieur.
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Description quantique

Les objets quantiques sont décrits par une mesure probabilité (état quantique)
contrairement aux objets classiques qui sont décrits par des mesures exactes.

Fonction d'onde

W ¢ [2(RY,C), |W||;2 = 1 décrit totalement I'état de la particule

|W(x)?| s'interpréte comme la densité de probabilité de la loi de position de la
particule.
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W ¢ [2(RY,C), |W||;2 = 1 décrit totalement I'état de la particule

|W(x)?| s'interpréte comme la densité de probabilité de la loi de position de la
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Impulsion

|¥(p)|? s'interpréte comme la densité de la loi de probabilité d'impulsion de la
particule.

Energie d'une particule quantique Eq(V) = (W|H|V) ot H = —A + V.
Position et énergie cinétique moyenne

Wixw) = [ x00Pax

(W|(—ihV)2|W) = /Rd [VW () 2dx.



Premiére quantification

Observable classique — observable quantique

Axiomes
> Q:a+~> Aest linéaire, A est un opérateur autoadjoint et Q(1) = 1,2
> X; est |'opérateur de multiplication par x;
> Pj est I'opérateur —ih@xj

> limy_0 (£[A, B — Q({A, B})) = 0, oit [A, B] est le commutateur de A et B et
{a,b} = Vxa-Vpb—Vxb-Vpa est le crochet de Poisson de a et b.
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Non unicité de Q

Pour f,g € LP,
Qi(f(x)g(p)) = Qu(f(x)) Qi(g(p)) ou
Q2(f(x)g(p)) = Qz(g(p)) Q2(f(x))

On notera f(x)g(—ihV) et g(—ihV)f(x) ces opérateurs quand Q(f(x)) est
I'opérateur de multiplication par f et Q(g(p)) est la multiplication par g en Fourier.
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Exemple
Hamiltonien h(x, p) = p? + V(x) — H = —h2A + V(x)




Espaces de Schatten

Classe trace
Soit A un opérateur borné, on note |A| = v/ A*A et on dit qu'il est de classe trace si

tr(|A) =D (Alek, &) < oo

k

pour (ex) une base hilbertienne. On note A € J;.

Espaces de Schatten
Si A est un opérateur borné, on note A € Jp si ||A||f := tr(|A|P) < oo.

On note Joo I'idéal des opérateurs compacts (limites d'opérateurs de dimension finie).

Valeurs singuliéres
Les valeurs propres de |A| : (sn(A)) sont appelées les valeurs singuliéres de A. On a
A € Jp si et seulement si (sp(A)) € £P.

Opérateurs a noyau
Si A est I'opérateur a noyau sur L2(RY) : (Au)(x) = Jrd a(x,y)u(y)dy, alors A € J>

si et seulement si o € L2(RY x R?). On a alors
HA‘E =tr(A*A) = ffRded |a(x, y)|%dxdy.




Inégalité de Kato-Seiler-Simon

Les opérateurs f(x)g(—ihV) et g(—ihV)f(x)
(F)8n9)R) (0 = e~ [ #(0x( ) ey

(V)0 = ety [ By

Théoréme
Si f,g € L2 alors f(x)g(—ihV) € Ja et

I () (=inV)l2 = \/tr(|f (x)g(=ihV)[2) = (2xh) 7| f |2 lg] 2.

Sif,g € LP pour 2 < p < oo alors f(x)g(—ihV) € Jp et

1 ()g(=inV)llp = tr(|f (x)g(=ihV)[P)/P < (2xh) || fl|plg |-

1

@)



Schéma de preuve

On prend h = 1, on suppose f, g a support compact puis on invoque un argument de
densité pour conclure.

> Le cas p = 2 provient du fait que f(x)&(¥>) € L2(RY x RY)
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1f(x)g(=iV)|loo < ||flloc]l€lloc- Ol ||.||oc dans le membre de gauche est la
norme d’opérateur sur les compacts.

» Pour 2 < p < oo on utilise une technique d'interpolation complexe.
F(z) = f(x)*Pg(—ihV)?P définie sur {0 < R(z) < 1/2} relie analytiquement
F(R(z) = 0) (opérateurs dans Jo) a F(R(z) = 1/2) (opérateurs dans J>).




Inégalité de Lieb-Thirring

But

Majorer les valeurs propres négatives —e; < ... < —ei < ... <0 de I'opérateur de

Schradinger H = —A + V avec V € L7+4/2(R9).

Sel <Ly [ V-7 Eae 3)
k

( - ﬁ //R,,XR,, [p? + V(I dxdp)

Théoréme
L'inégalité (3) est satisfaite avec Ly ., = 2-9m~9/2[(y +1)/T(y + 1 + d/2) pour 7
vérifiant

N >1/2 sid=1

v>0 sid=2

>0 sid>3

Interprétation
Cette inégalité est liée a des problémes de stabilité de la matiére.




Schéma de preuve

Réécriture du probléeme
Pour v € HY,

(FA—V_W=—ep=(-Ate)p=V_p=¢=/V_(-A+e) 1 /V ¢

= ¢ = Keg

ol ¢ = Vet Ke = V(B +e) V.

Utilisation de KSS

>

v

Ke = C2Ce ol Co = (— A+e 1/2\/ (=iV)2 +e)71/2/V_(x) € Tas2
puisque (|p|? + €)~1/2,\/V_(x) € L9+27 (Inegallte de Kato-SelIer-Slmon).

Ke > Ko/ pour e < e’ donc ,uk(e) > ur(e’)

Ne < Be ol Ne : nombre de valeurs propres de —A 4+ V < —e; Be : nombre de
valeurs propres de Ke > 1

Be < tr(K) = tr(|Cel?™) < (1pI2 + &) |17 |V |72 pour m > 1 (inegalite
KSS)

Yiso Bl =250 e;’ =7 J57 €7 Nede




Equilibre d'un gaz : cas classique

Gaz représenté par une mesure de probabilité (27rh)*du sur RY x RY ; Energie libre
H — TS ou H est le hamiltonien du systéme, T la température, S son entropie.

1

£anl) = Grp=a S, PPt p) + Tt p) ot )

ol h(x, p) est le hamiltonien d'une particule, généralement h(x, p) = p? + V(x).

Mesures de Gibbs

De la forme C—le—h(x:P) bonne candidate, préservation du flot hamiltonien

. oh
X =—,

op
_oh
Ox’

Quantité semi-classique
(27h)~9 : facteur semi-classique




Equilibre d’'un gaz : cas quantique

Systéme représenté par un opérateur autoadjoint I > 0, tr(l) = 1 (H = L2(RY)).
Eqn(M) =tr((H+ V)I) + Ttr(TlogT)

> H est le hamiltonien du systéme : opérateur autoadjoint > 0, généralement
H = —h?A + V est |'opérateur de Schrédinger

> tr(llogl) est I'entropie de I




Théorémes

Théoréme : cas classique
Quand [ e="P)/ T dxdp < 0o, ¢, est minoré sur { p mesure [ p= (27rh)d} et

h(x, p)u(x, p) + T u(x, p) log(u(x, p))dxdp

—h(x,
_Tlog[W//e ( P)/dedp].

Atteint uniquement pour u(x, p) = 1/[(2rh)9E]e P/ T on &g = [[e M/ T.

(2rh) dfu 1 (27Th)d /

Théoréme : cas quantique
Quand tr(e H"/T) < oo, £4., est minoré sur { r>o0,tr(lN = 1} et

in _tr(HT) + Ttr(Tlog) = — T log [tr(e ™"/ T)].
I'Z(gr,lclrnl':l r(HF) + Ttr(llogl) og [tr(e )]

Atteint uniquement pour I = e~ H/T /tr(e=H/T).




Schémas de preuves

Nota Bene
On prendra T = 1 pour la suite de la preuve.

Inégalité de Jensen

Soient (€2, A, 1) un espace mesuré de masse totale v(2) = 1; g une fonction
v-intégrable a valeur dans un intervalle | C R; ® une fonction convexe sur / dans R3.

Alors
¢v(/gd1/) S/(bogdl/.
Q Q

Si ® est strictement convexe, il y a égalité si et seulement si g est constante p-presque
partout.

Ici ® = x — xlog x.

Cas classique
Jensen avec Q =RY x RY, v = 1/&e ", g = (27h) =9 uef. On a I'unicité de p.




Schémas de preuves

Cas quantique

I et e=H sont compacts autoadjoints, ils admettent une diagonalisation.
F=3;7il¢i) (#i], H=—log(e™H) = 3; \i [¥);) (i| (la seconde somme est

formelle). On a
Eq(N) =D viXjaij+ > vilogi.
ij i

ot a;j = |(¢1,4;) 1.
> Jensen avec Q = N2, v = a,-yjef)‘l'/tr(e_H) et g = e,
> Unicité de g mais pas directement de I = e~ /tr(e—H), il faut travailler un peu
plus.

> Autre méthode :

Théoréme de Klein
Soit n € N et f, g : R — R continues bornées, 1 < k < n, soient A, B des opérateurs
compacts autoadjoints. Si pour tout (x,y) € R?

0<Fix,y) = > fAlx)ek(y),
k=1

alors
0 <trf(A,B).

Si de plus pour tout x # y f(x,y) > 0 alors tr f(A, B) = 0 si et seulement si A = B.




Interprétation semi-classique

> Passage du continu au discret.




Interprétation semi-classique

> Passage du continu au discret.

> Chaque volume (277i)9 abrite un état quantique




Interprétation semi-classique

> Passage du continu au discret.
> Chaque volume (277i)9 abrite un état quantique
S
_H A
e =" " ) (vl
i
>

dxdp

du(x, p) = exp(—h(x, p)) (2nh)




Interprétation semi-classique

> Passage du continu au discret.

» Chaque volume (27/i)9 abrite un état quantique

e =3 |yi) (vil
du(x, p) = exp(—h(x, p))%

» On voudrait montrer

28 v(x 1 02 V(x
(V) g [ VO

Et par conséquent Sg]ig 2o 6"7"27, mais on a mieux :
oo 9

IER — Eqii | = 0 quand h — 0.




Interprétation semi-classique

v

Passage du continu au discret.

Chaque volume (27h)9 abrite un état quantique

e M= " yy) (vil

v

dxdp
(2mh)d

du(x, p) = exp(—h(x, p))

Pour H= —A + V et h(x, p) = p?> + V(x).

Théoréme
On a ) )
€ — Eqn | — 0 quand i — 0,

et comme ces deux quantités tendent vers —oo, on a aussi

min min
e h ~Eqk quand h — 0.

C'est-a-dire
lim k¥ tr(e"* A=V = (2m)~¢ // e P V() dxdp.
h—0




Schéma de preuve : limite semi-classique

Formule de Trotter
Si —A, —B sont des opérateurs autoadjoints bornés inférieurement tels que A + B soit

autoadjoint alors
lim (e*/"eB/M)" = eA*B fortement.

Dans le cas ot V > ¢, on prend A= H, B=V, alors

[tr((e?/"eB/m)")| < tr(|e?/meB/m|m) = || e EP*/ne= VI /m||n
1 2 2
< efh p°/n ng, / 67V(x)/n ny
5 T /i ydp [ ( )dx

1
tr(eth’V) F§ W//efpzfv(x)dxdp.
atou

Nota Bene ) ,
On peut montrer que tr(e” 2=VY) < tr(e"" 2e~") (Golden-Thompson).

On rappelle que [X,P] = —ihld;2 et h < 1.




Schéma de preuve (suite) : limite semi-classique

Etats cohérents

1

feply) = W e~ (x=¥)?/2h gip-y /1 , lien entre R24 — [2(RY)

représente un état quantique

Résolution de I'identité

1
W//Rd Rdlfx,p><fx,p|dxdp:lsz
v X

(27h)9 tr(e 7H)*/ dxdp (feple ™ |fip) > / dxdp e (FeplHlfxp)
Jensen
(2rh)? tr(e"AV) > (/e_”zdp> (/eXP(*V*‘fx,P‘Z(X))dX) e—dh/2
liminf(27h)? tr(e=H) > //e P *) dxdp

Fatou




Morale

Premiére quantification

fonctions sur R?9 — opérateurs autoadjoints sur L2(R¥)
Xj — )(1
pj — Pj = —iha)(j

avec [Xj, Pj] = —ihld — 0 quand h — 0

Régime semi-classique
Quantité quantique (h) o Quantité classique
—

Question ?
D’autres problémes sont-ils décrits par le méme formalisme 7




Ensemble grand-canonique et seconde quantification

Ensemble grand-canonique — modeéle VT

» Gaz avec nombre de particules variable
> Potentiel d’interaction entre particules w
» domaine borné Q C RY
> Energie de Hartree pour une particule
En(u) = [ [Vu(x)Pdx + 3 [[oq lu()Pu(y)Pw(x — y)dxdy
> du(u) = Z le—Eu)gy

Espace de Fock

(particules bosoniques)

F(H):éé}%:«:@%@(ﬂ@s%)@...

n=0 s




Ensemble grand-canonique et seconde quantification

Seconde quantification

observables sur H — observables sur F(H)

h»—>H0_O®@<Zh)

n>1

observables sur H ®s H — observables sur F(H)

WHWZO@O@@( > w,)

n>2 ~1<i<j<n

Hamiltonien global

Hy = Hp + AW




Cas de la dimension finie
H=cd

Energie de Hartree

En(u) = (u, hu) + % (u®s u,w u ®s u) ol h est un opérateur autoadjoint sur H et w
un opérateur autoadjoint sur H ®s H.
h= Z,‘ A |ei> <ei‘ W= Zi,j,k,l <ei ®s €j, W e ®Rs el> |ei ®Rs ej) (ej ®s ek|

Opérateurs de création et d'annihilation
Pour f € H :

(Ao @Y1 ®...) =08 (Yof) & (f ®s 1) & ...
a(f) (g1 ®s .- @s gn) = (F,81)82 Qs ... s gn + .. + (F,8n)81 © ... © gn—1.
En posant a; = a(e;), on a
d 1
Hp = Zkia;‘a; W= 5 Z W,-yja;‘a}‘aka,
i=1 i,jk,l
En posant b := a/V/T et bt := al //T ([b, b'] = 1/T) on obtient
Hy & AT
% =" Nibrbi+ > 7 wi by b} byb
i—1 ikl

d'ou le choix A=1/T.




Régime semi-classique dans |'espace de Fock

Hy T

H
I =exp(— )/tr(exp(f¥) est I'unique minimiseur du probléme

|'>0 trl' 1 { tr}— 'H)(Hl/'rr) =+ Ttr]:(’H_)(r |Og r)}

( = T log(trr(s) (eXP(*H;{TQ))

Equivalence de I'énergie
Et on a, comme lors de la premiére quantification :

et (@0t-2T)) ~ (1) [ oo-eutwan.

s

Preuve
Généralisation des méthodes utilisées pour la résolution du premier probléme (premiére
quantification), notamment en généralisant la notion d'états cohérents.




Conclusion

Mécanique quantique

> Quantification
> Deux opérateurs qui ne commutent pas [X, P] = —ihld ou [at,a] = Id

» Formalisme commun (opérateurs autoadjoints, états cohérents, paramétre de
défaut de commutation, ...)

Régime semi-classique

Equivalence a la limite 4 — 0 ou T — oo, inégalités entre deux mondes : avant
quantification / aprés quantification




	Introduction
	Un peu de mécanique quantique
	Première quantification
	Espaces de Schatten

	Inégalité de Kato-Seiler-Simon
	(Un outil très utile)

	Inéalité de Lieb-Thirring
	(Une inégalité en lien avec la stabilité de la matière)

	Équilibre d'un gaz à la limite semi-classique
	Modèles classique et quantique
	Existence et unicité d'un état d'équilibre
	Équivalence à la limite semi-classique
	Morale
	Ensemble grand-canonique et seconde quantification

	Conclusion

