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Un peu de mécanique quantique
Description classique
Une particule évolue dans l’espace des phases M = Rd × Rd

L’énergie Ecl (x , p) = p2 + V (x) où V est un potentiel extérieur.

Description quantique
Les objets quantiques sont décrits par une mesure probabilité (état quantique)
contrairement aux objets classiques qui sont décrits par des mesures exactes.

Fonction d’onde
Ψ ∈ L2(Rd ,C), ‖Ψ‖L2 = 1 décrit totalement l’état de la particule
|Ψ(x)2| s’interprète comme la densité de probabilité de la loi de position de la
particule.

Impulsion
|Ψ̂(p)|2 s’interprète comme la densité de la loi de probabilité d’impulsion de la
particule.

Énergie d’une particule quantique Eq(Ψ) = 〈Ψ|H|Ψ〉 où H = −∆ + V .
Position et énergie cinétique moyenne

〈Ψ|x |Ψ〉 =

∫
Rd

x |Ψ(x)|2dx ,

〈Ψ|(−i~∇)2|Ψ〉 =

∫
Rd
|∇Ψ(x)|2dx .
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Première quantification

Observable classique 7−→ observable quantique

Axiomes
I Q : a 7→ A est linéaire, A est un opérateur autoadjoint et Q(1) = 1L2

I Xj est l’opérateur de multiplication par xj

I Pj est l’opérateur −i~∂xj

I lim~→0
( i
~ [A,B]− Q({A,B})

)
= 0, où [A,B] est le commutateur de A et B et

{a, b} = ∇xa · ∇pb −∇xb · ∇pa est le crochet de Poisson de a et b.

Non unicité de Q
Pour f , g ∈ Lp ,

Q1(f (x)g(p)) = Q1(f (x)) Q1(g(p)) ou

Q2(f (x)g(p)) = Q2(g(p)) Q2(f (x))

On notera f (x)g(−i~∇) et g(−i~∇)f (x) ces opérateurs quand Q(f (x)) est
l’opérateur de multiplication par f et Q(g(p)) est la multiplication par g en Fourier.

Exemple
Hamiltonien h(x , p) = p2 + V (x) 7−→ H = −~2∆ + V (x)
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Espaces de Schatten

Classe trace
Soit A un opérateur borné, on note |A| =

√
A∗A et on dit qu’il est de classe trace si

tr(|A|) =
∑
k

〈|A|ek , ek〉 < ∞

pour (ek) une base hilbertienne. On note A ∈ J1.

Espaces de Schatten
Si A est un opérateur borné, on note A ∈ Jp si ‖A‖pp := tr(|A|p) <∞.

On note J∞ l’idéal des opérateurs compacts (limites d’opérateurs de dimension finie).

Valeurs singulières
Les valeurs propres de |A| : (sn(A)) sont appelées les valeurs singulières de A. On a
A ∈ Jp si et seulement si (sn(A)) ∈ `p .

Opérateurs à noyau
Si A est l’opérateur à noyau sur L2(Rd ) : (Au)(x) =

∫
Rd α(x , y)u(y)dy , alors A ∈ J2

si et seulement si α ∈ L2(Rd × Rd ). On a alors
‖A‖22 = tr(A∗A) =

∫∫
Rd×Rd |α(x , y)|2dxdy .



Inégalité de Kato-Seiler-Simon

Les opérateurs f (x)g(−i~∇) et g(−i~∇)f (x)

(
f (x)g(−i~∇)ϕ

)
(x) = (2π~)−d

∫
Rd

f (x)ǧ
( y − x

~
)
ϕ(y)dy .

(
g(−i~∇)f (x)ϕ

)
(x) = (2π~)−d

∫
Rd

ǧ
( y − x

~
)
f (y)ϕ(y)dy .

Théorème
Si f , g ∈ L2 alors f (x)g(−i~∇) ∈ J2 et

‖f (x)g(−i~∇)‖2 =
√

tr(|f (x)g(−i~∇)|2) = (2π~)−d‖f ‖2‖g‖2. (1)

Si f , g ∈ Lp pour 2 < p <∞ alors f (x)g(−i~∇) ∈ Jp et

‖f (x)g(−i~∇)‖p = tr(|f (x)g(−i~∇)|p)1/p ≤ (2π~)−d‖f ‖p‖g‖p . (2)



Schéma de preuve

On prend ~ = 1, on suppose f , g à support compact puis on invoque un argument de
densité pour conclure.

I Le cas p = 2 provient du fait que f (x)ǧ
( y−x

~
)
∈ L2(Rd × Rd )

I Le cas p =∞, on utilise 〈φ, f (x)g(−i~∇)ψ〉 = 〈f φ, (g ψ̂)̌ 〉 pour prouver que
f (x)g(−i~∇) ∈ J∞ si f , g ∈ L∞0 (la fermeture de L2 ∩ L∞ dans L∞) avec
‖f (x)g(−i∇)‖∞ ≤ ‖f ‖∞‖g‖∞. Où ‖.‖∞ dans le membre de gauche est la
norme d’opérateur sur les compacts.

I Pour 2 < p <∞ on utilise une technique d’interpolation complexe.
F (z) = f (x)zpg(−i~∇)zp définie sur {0 ≤ <(z) ≤ 1/2} relie analytiquement
F (<(z) = 0) (opérateurs dans J∞) à F (<(z) = 1/2) (opérateurs dans J2).
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Inégalité de Lieb-Thirring

But
Majorer les valeurs propres négatives −e1 ≤ ... ≤ −ek ≤ ... ≤ 0 de l’opérateur de
Schrödinger H = −∆ + V avec V ∈ Lγ+d/2(Rd ).

∑
k

eγk ≤ Ld,γ

∫
Rd

V−(x)γ+ d
2 dx (3)

(
=

1
(2π)d

∫∫
Rd×Rd

[p2 + V (x)]γ−dxdp
)

Théorème
L’inégalité (3) est satisfaite avec Ld,γ = 2−dπ−d/2Γ(γ + 1)/Γ(γ + 1 + d/2) pour γ
vérifiant

γ ≥ 1/2 si d = 1

γ > 0 si d = 2

γ ≥ 0 si d ≥ 3

Interprétation
Cette inégalité est liée à des problèmes de stabilité de la matière.



Schéma de preuve

Réécriture du problème
Pour ψ ∈ H1,

(−∆− V−)ψ = −eψ ⇒ (−∆ + e)ψ = V−ψ ⇒ φ =
√

V−(−∆ + e)−1√V−φ

⇒ φ = Keφ

où φ =
√

V−ψ et Ke =
√

V−(−∆ + e)−1√V−.

Utilisation de KSS
I Ke = C∗e Ce où Ce = (−∆ + e)−1/2

√
V− = ((−i∇)2 + e)−1/2

√
V−(x) ∈ Jd+2γ

puisque (|p|2 + e)−1/2,
√

V−(x) ∈ Ld+2γ (Inégalité de Kato-Seiler-Simon).
I Ke > Ke′ pour e < e′ donc µk(e) ≥ µk(e′)
I Ne ≤ Be où Ne : nombre de valeurs propres de −∆ + V ≤ −e ; Be : nombre de

valeurs propres de Ke ≥ 1
I Be ≤ tr(Km

e ) = tr(|Ce |2m) ≤ ‖(|p|2 + e)−1‖mLm‖V−‖mLm pour m ≥ 1 (inégalité
KSS)

I
∑

j≥0 |Ej |γ =
∑

j≥0 eγj = γ
∫∞
0 eγ−1Nede



Équilibre d’un gaz : cas classique

Gaz représenté par une mesure de probabilité (2π~)−dµ sur Rd × Rd ; Énergie libre
H − TS où H est le hamiltonien du système, T la température, S son entropie.

Ecl,~(µ) =
1

(2π~)−d

∫∫
Rd×Rd

h(x , p)µ(x , p) + Tµ(x , p) log(µ(x , p))dxdp

où h(x , p) est le hamiltonien d’une particule, généralement h(x , p) = p2 + V (x).

Mesures de Gibbs
De la forme C−1e−h(x,p), bonne candidate, préservation du flot hamiltonien

ẋ =
∂h
∂p
,

ṗ = −
∂h
∂x
.

Quantité semi-classique
(2π~)−d : facteur semi-classique



Équilibre d’un gaz : cas quantique

Système représenté par un opérateur autoadjoint Γ ≥ 0, tr(Γ) = 1 (H = L2(Rd )).

Eq,~(Γ) = tr((−H + V )Γ) + T tr(Γ log Γ)

I H est le hamiltonien du système : opérateur autoadjoint ≥ 0, généralement
H = −~2∆ + V est l’opérateur de Schrödinger

I tr(Γ log Γ) est l’entropie de Γ.



Théorèmes

Théorème : cas classique
Quand

∫∫
e−h(x,p)/Tdxdp <∞, Ecl,~ est minoré sur

{
µ mesure

∫
µ = (2π~)d

}
et

min
(2π~)−d ∫

µ=1

1
(2π~)d

∫∫
h(x , p)µ(x , p) + Tµ(x , p) log(µ(x , p))dxdp

= −T log
[ 1

(2π~)d

∫∫
e−h(x,p)/Tdxdp

]
.

Atteint uniquement pour µ(x , p) = 1/[(2π~)dE0]e−h(x,p)/T où E0 =
∫∫

e−h/T .

Théorème : cas quantique
Quand tr(e−H/T ) <∞, Eq,~ est minoré sur

{
Γ ≥ 0, tr(Γ) = 1

}
et

min
Γ≥0,tr Γ=1

tr(HΓ) + T tr(Γ log Γ) = −T log
[
tr(e−H/T )

]
.

Atteint uniquement pour Γ = e−H/T / tr(e−H/T ).



Schémas de preuves

Nota Bene
On prendra T = 1 pour la suite de la preuve.

Inégalité de Jensen
Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré de masse totale ν(Ω) = 1 ; g une fonction
ν-intégrable à valeur dans un intervalle I ⊂ R ; Φ une fonction convexe sur I dans R3.
Alors

Φ

(∫
Ω

gdν
)
≤
∫

Ω
Φ ◦ gdν.

Si Φ est strictement convexe, il y a égalité si et seulement si g est constante µ-presque
partout.

Ici Φ = x 7→ x log x .

Cas classique
Jensen avec Ω = Rd × Rd , ν = 1/E0e−h, g = (2π~)−dµeh. On a l’unicité de µ.



Schémas de preuves
Cas quantique
Γ et e−H sont compacts autoadjoints, ils admettent une diagonalisation.
Γ =

∑
i γi |φi 〉 〈φi |, H = − log(e−H) =

∑
i λi |ψi 〉 〈ψi | (la seconde somme est

formelle). On a
Eq(Γ) =

∑
i,j

γiλjai,j +
∑

i

γi log γi .

où ai,j = |(φi , ψj )|2.
I Jensen avec Ω = N2, ν = ai,je−λj / tr(e−H) et g = γi eλj .

I Unicité de g mais pas directement de Γ = e−H/ tr(e−H), il faut travailler un peu
plus.

I Autre méthode :

Théorème de Klein
Soit n ∈ N et fk , gk : R→ R continues bornées, 1 ≤ k ≤ n, soient A,B des opérateurs
compacts autoadjoints. Si pour tout (x , y) ∈ R2

0 ≤ f (x , y) =
n∑

k=1

fk(x)gk(y),

alors
0 ≤ tr f (A,B).

Si de plus pour tout x 6= y f (x , y) > 0 alors tr f (A,B) = 0 si et seulement si A = B.



Interprétation semi-classique

I Passage du continu au discret.

I Chaque volume (2π~)d abrite un état quantique
I

e−H =
∑

i

e−λi |ψi 〉 〈ψi |

I

dµ(x , p) = exp(−h(x , p))
dxdp

(2π~)d
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I On voudrait montrer

tr(e~
2∆−V (x)) ∼

~→0

1
(2π~)d

∫∫
e−p2−V (x)dxdp

Et par conséquent Emin
cl,~ ∼~→0

Emin
q,~ , mais on a mieux :

|Emin
cl,~ − E

min
q,~ | → 0 quand ~→ 0.



Interprétation semi-classique

I Passage du continu au discret.
I Chaque volume (2π~)d abrite un état quantique
I

e−H =
∑

i

e−λi |ψi 〉 〈ψi |

I

dµ(x , p) = exp(−h(x , p))
dxdp

(2π~)d

Pour H = −∆ + V et h(x , p) = p2 + V (x).

Théorème
On a

|Emin
cl,~ − E

min
q,~ | → 0 quand ~→ 0,

et comme ces deux quantités tendent vers −∞, on a aussi

Emin
cl,~ ∼ E

min
q,~ quand ~→ 0.

C’est-à-dire
lim
~→0

~d tr(e~
2∆−V (x)) = (2π)−d

∫∫
e−p2−V (x)dxdp.



Schéma de preuve : limite semi-classique

Formule de Trotter
Si −A,−B sont des opérateurs autoadjoints bornés inférieurement tels que A + B soit
autoadjoint alors

lim (eA/neB/n)n = eA+B fortement.

Dans le cas où V ≥ c, on prend A = H, B = V , alors

| tr((eA/neB/n)n)| ≤ tr(|eA/neB/n|n) = ‖ e−~2p2/ne−V (x)/n‖nn

≤
KSS

1
(2π)d

∫
(e−~2p2/n)ndp

∫
(e−V (x)/n)ndx

tr(e~
2∆−V ) ≤

Fatou

1
(2π~)d

∫∫
e−p2−V (x)dxdp.

Nota Bene
On peut montrer que tr(e~

2∆−V ) ≤ tr(e~
2∆e−V ) (Golden-Thompson).

On rappelle que [X ,P] = −i~ IdL2 et ~� 1.



Schéma de preuve (suite) : limite semi-classique

États cohérents

fx,p(y) =
1

(π~)d/4
e−(x−y)2/2~e ip·y/~ , lien entre R2d → L2(Rd )

représente un état quantique

Résolution de l’identité

1
(2π~)d

∫∫
Rd×Rd

|fx,p〉 〈fx,p | dxdp = IdL2

(2π~)d tr(e−H) =

∫∫
dxdp 〈fx,p | e−H |fx,p〉 ≥

Jensen

∫∫
dxdp e−〈fx,p |H|fx,p〉

(2π~)d tr(e~
2∆−V ) ≥

(∫
e−p2

dp
)(∫

exp(−V ? |fx,p |2(x))dx
)

e−d~/2

lim inf(2π~)d tr(e−H) ≥
Fatou

∫∫
e−p2−V (x) dxdp



Morale

Première quantification

fonctions sur R2d −→ opérateurs autoadjoints sur L2(Rd )

xj 7−→ Xj

pj 7−→ Pj = −i~∂xj

avec [Xj ,Pj ] = −i~ Id→ 0 quand ~→ 0

Régime semi-classique
Quantité quantique (~) ∼

~→0
Quantité classique

Question ?
D’autres problèmes sont-ils décrits par le même formalisme ?



Ensemble grand-canonique et seconde quantification

Ensemble grand-canonique – modèle µVT

I Gaz avec nombre de particules variable
I Potentiel d’interaction entre particules w
I domaine borné Ω ⊂ Rd

I Énergie de Hartree pour une particule
EH(u) =

∫
Ω |∇u(x)|2dx + 1

2

∫∫
Ω×Ω |u(x)|2|u(y)|2w(x − y)dxdy

I dµ(u) = Z−1e−E(u)du

Espace de Fock
(particules bosoniques)

F(H) =
∞⊕

n=0

n⊗
s
H = C⊕H⊕ (H⊗s H)⊕ ...



Ensemble grand-canonique et seconde quantification

Seconde quantification

observables sur H −→ observables sur F(H)

h 7−→ H0 = 0⊕
⊕
n≥1

( n∑
j=1

hj

)
observables sur H⊗s H −→ observables sur F(H)

w 7−→W = 0⊕ 0⊕
⊕
n≥2

( ∑
1≤i<j≤n

wij

)

Hamiltonien global

Hλ = H0 + λW



Cas de la dimension finie
H = Cd

Énergie de Hartree
EH(u) = 〈u, hu〉+ 1

2 〈u ⊗s u,w u ⊗s u〉 où h est un opérateur autoadjoint sur H et w
un opérateur autoadjoint sur H⊗s H.
h =

∑
i λi |ei 〉 〈ei | ; w =

∑
i,j,k,l 〈ei ⊗s ej ,w ek ⊗s el 〉 |ei ⊗s ej 〉 〈ej ⊗s ek |

Opérateurs de création et d’annihilation
Pour f ∈ H :

a†(f )
(
ψ0 ⊕ ψ1 ⊕ ...

)
= 0⊕ (ψ0f )⊕ (f ⊗s ψ1)⊕ ...

a(f )
(
g1 ⊗s ...⊗s gn

)
= 〈f , g1〉g2 ⊗s ...⊗s gn + ...+ 〈f , gn〉g1 ⊗ ...⊗ gn−1.

En posant ai = a(ei ), on a

H0 =
d∑

i=1

λia∗i ai ;W =
1
2

∑
i,j,k,l

wi,ja∗i a∗j akal

En posant b := a/
√

T et b† := a†/
√

T ([b, b†] = 1/T ) on obtient

Hλ
T

=
d∑

i=1

λib∗i bi +
λT
2

∑
i,j,k,l

wi,jb∗i b∗j bkbl

d’où le choix λ = 1/T .



Régime semi-classique dans l’espace de Fock

ΓT = exp(−
H1/T

T )/ tr(exp(−
H1/T

T ) est l’unique minimiseur du problème

inf
Γ≥0,tr Γ=1

{
trF(H)(H1/T Γ) + T trF(H)(Γ log Γ)

}
(

= −T log(trF(H)

(
exp(−

H1/T

T
)

)
)

)

Équivalence de l’énergie
Et on a, comme lors de la première quantification :

trF(H)

(
exp(−

H1/T

T
)

)
∼
(

T
π

)dimH ∫
H
exp(−EH(u))du.

Preuve
Généralisation des méthodes utilisées pour la résolution du premier problème (première
quantification), notamment en généralisant la notion d’états cohérents.



Conclusion

Mécanique quantique

I Quantification
I Deux opérateurs qui ne commutent pas [X ,P] = −i~ Id ou [a†, a] = Id
I Formalisme commun (opérateurs autoadjoints, états cohérents, paramètre de

défaut de commutation, ...)

Régime semi-classique
Équivalence à la limite ~→ 0 ou T →∞, inégalités entre deux mondes : avant
quantification / après quantification
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