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1 Introduction

1.1 Condensation de Bose-Einstein

La condensation de Bose-Einstein est un phénoméne quantique se manifestant & trés basse température
pour un gaz de bosons trés dilué. Initialement prédit par Satyendranath Bose pour des photons [1], il a été
généralisé au cas des atomes par Albert Einstein en 1925. Dans cet état de la matiére, toutes les particules
du systéme occupent le méme état quantique de plus basse énergie. La premiére réalisation d’un condensat
date de 1995 par Eric Cornell et Carl Wieman, ce qui leur valut le prix Nobel de physique en 2001. Pour cela
des atomes de rubidium ont été piégés et refroidis par technique "d’évaporation". Il existe plusieurs maniéres
de piéger des particules : mise en rotation, puits de potentiel, etc. Dans ce qui suit, on considérera que les
particules sont piégées par un potentiel confinant V (), x € R3 avec V(x) — oo quand x — co.

1.2 Energie d’une particule quantique

Rappelons tout d’abord qu’en mécanique quantique, les objets ne sont pas décrits comme des particules
ponctuelles comme c’est le cas en mécanique classique, mais par une probabilité de présence, de densité notée
|u(z)|?, 7 € R? otl u est appelée fonction d’onde de la particule. On prouve, d’aprés des postulats physiques,
que la densité de probabilité d’impulsion p € R? (grandeur physique donnant accés a 1’énergie cinétique d’un
systéme) est |u|? ot U est la transformée de Fourier de wu.

L’énergie d'une particule classique soumise a un potentiel V est

fale.n) = 2 1 v(e)

cl\Ly om .
Le premier terme représentant ’énergie cinétique et le second 1’énergie potentielle. Par analogie, ’énergie
moyenne, c’est-a-dire 'espérance de 1’énergie mesurée d’une particule quantique est la fonctionnelle suivante,

définie sur un sous-ensemble de la sphére de L?(R?) par

u(x)|?
(|V()| + V(:c)|u(x)|2>dx (1)

2m

1.3 Energie d’un systéme a N particules

Soit un systéme de N particules quantiques, introduisons sa fonction d’onde ¥(z1,...,xx), ¥; € R3, qui
représente I’état quantique du systéme : [¥(xq,...,2x)|? est la densité de probabilité de trouver les particules
n’i en x;. De méme, on introduit t(p1, ..., pn) = |\Tl(p1, .., PN)| qui est la densité de probabilité de trouver les
particules n"i avec une impulsion p;. Les particules étant indiscernables |¥|? et |\Tl\2 doivent étre symétriques,
ce qui impose a 1 d’étre symétrique ou bien anti-symétrique.

Définition 1. Si un systéme de particules identiques posséde une fonction d’onde ¥ qui est symétrique, ces
particules sont appelées bosons.

On considére un systéme de N bosons soumis & un potentiel V', confinant, c¢’est-a~-dire V(z) — oo quand
|x] — oo. Les interactions entre couples de particules sont représentées par un potentiel w que ’on suppose
radial, c’est-a-dire "w(z) = w(|z|)". On suppose que l'interaction entre particules tend vers 0 quand N — oo
et est un @(%), c’est 'approximation de champ moyen. L’énergie du systéme s’écrit donc

N N
1 1
5(‘I')=/RsN%ZWMMMZV(M)WPJFN > wlw — ;)| da. (2)
=1 =1

1<i<j<N

On supposera que V est une fonction continue et quitte a ajouter une constante a V' on supposera que
V>1.



1.4 Condensation

L’état fondamental d’un systéme est 1’état de plus basse énergie, le systéme tend trés rapidement vers cet
état, il est Uobjet de notre étude. Ainsi, si £(V¥) est ’énergie moyenne du systéme représenté par la fonction
d’onde ¥, il est question de chercher la fonction d’onde ¥ (si elle existe) qui minimise € sur la boule unité
de L?. Formellement la condensation de Bose-Einstein se traduirait par la convergence de ¥ (en un sens &
préciser) vers une superposition d’un méme état, par exemple : ug(x)®Y = ug(x1)...uo(zy). La convergence
de ¥ vers u®V n’a pas lieu dans L? mais on montrera dans un premier temps qu’elle a lieu au sens des
probabilités marginales.

Le but de ce mémoire est de formaliser le phénomeéne de condensation de Bose-Einstein et de le prouver
dans le cadre de la limite de champ moyen. Il suit notamment le travail de Mathieu Lewin, Phan Thanh
Nam et Nicolas Rougerie [5]. Dans la section 2, nous montrons I’existence et 'unicité d’un état fondamental
pour un systéme d’une particule plongée dans un potentiel confinant. L’opérateur de Schrédinger associé
admet une plus petite valeur propre et I’espace propre associé est de dimension 1. De plus, toute fonction
d’onde minimisant ’énergie admet une régularité qui dépend de celle de la fonction V. Dans la section 3,
nous nous intéressons au modéle de Hartree qui décrit I’énergie d’une particule plongée dans un potentiel
comprenant dorénavant un terme d’interaction avec une autre particule de méme type, en plus du potentiel
confinant. L’étude de ce modéle est un préliminaire a la démonstration du résultat central. Nous prouvons
Pexistence et 'unicité d’un état fondamental pour I'énergie de Hartree. Enfin dans la section 4, nous don-
nons différentes interprétations mathématiques du phénoméne de condensation et nous nous appliquons a
les montrer. On prouve dans un premier temps un résultat de convergence des lois marginales et dans un
second temps la convergence d’opérateurs dits "densité" qui caractérisent la fonction d’onde du systéme.
Pour ce dernier résultat, une premiére preuve s’appuie sur le lemme de Schur et traite le cas d’un espace de
dimension finie, tandis qu’une seconde preuve traite le cas de la dimension quelconque et utilise un résultat
d’analyse convexe : le théoréme de Choquet [3].

Définition 2. La loi de k particules est la loi de probabilité marginale :

pk(xl,...,wk) = / U (21, ..., oN)|[Pdrpi1...doy
On appelle alors condensation de Bose-Einstein les propriétés suivantes :

VPN — ug dans H', pour un certain wug

ou
VE, phy — [u$*)? dans L
ou _ .
- inf{&(P), H\I/||L2(R3N) =1, U symétrique} .
N—o0 inf{g(u@’N), ||UHL2(R3) = 1}

Remarque 3. Cette derniére propriété est a interpréter de la maniére suivante : ’énergie fondamental du
systeme s approxime par l’énergie fondamentale d’un systéme dont on a supposé les particules décorrélées.

2 Etat fondamental des opérateurs de Schrédinger

Dans cette section, on prouve l’existence et 'unicité de I’état fondamental d’une particule soumise & un
potentiel confinant. Ce résultat sera réutilisé dans les sections ultérieures ot 'on posera une condition sur le
potentiel d’interaction & deux corps pour se ramener au cas d’un potentiel confinant.

Rappelons l'expression de 1’énergie d’une particule dans ’état u, soumise & un potentiel V, que l'on a
supposé continu et confinant (V(z) — oo quand |x| — o0) :



[Vu(z)? 2
E(u) = —— 4+ V(z)|u(x)|*dz,
W= [ FoE + Vi)

Dans la suite, pour simplifier les calculs, et sans perte de généralité, on prendra 2m = 1. L’état fonda-
mental d’une particule est la fonction uy qui minimise £.

Théoréme 4. Si V € CY et vérifie V(x) — oo quand |z| — oo alors le probléme de minimisation

HY,H-1

{s(u) = /R IVu(z)]? + V(x)|u(x)|2dx} =  inf <u (-Aa+ V)u>

inf
weH, |lul| 2=1 weH, ||lul| L2=1

est atteint en un unique ug € H' (modulo U). De plus ug € Ch, ug > 0 et résout

(— A+ V)uo = &y,

au sens des distributions (ou dans H™'). Par ailleurs, siv >0, ||v]|p2 = 1 et vérifie (—A + V)v = Av, alors
V= Ug.

Remarque 5. Le caractére C° de V' ne sert qu’a montrer la régularité de ug, prendre V. dans LZQOC suffit,
en fait, & montrer ’existence et l'unicité de l’état fondamental.

Démonstration. La démonstration s’effectue en trois étapes : existence, régularité et unicité. L’existence d’un
état fondamentale est un résultat de compacité qui tient & ce que le potentiel est confinant et empéche la
perte de masse a l'infini. La régularité est une conséquence du théoréme d’injections de Sobolev. On prouve
P'unicité par deux méthodes dont les résultats seront réutilisés ultérieurement.

Etape 1 : existence d’un minimiseur

Considérons V = {u € HY E(u) < oo} muni du produit scalaire induit par la forme quadratique &.

(u,v)y = [gs Vu.Vu+Vuv dz. On rappelle que 'on a supposé V > 1 et que cela implique & (u) = ||ull} > ||u||H12
Lemme 6. (V,|.||v) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (u,) € VN une suite de Cauchy pour |||, alors elle est aussi de Cauchy pour |.|| g
Comme H'! est complet, on peut considérer ug, sa limite dans H'. Il reste & montrer que ug € V et u,, — ug
dans V. La partie gradient converge grace & la convergence dans H'. Il suffit de montrer que f V|up—ug|? — 0.
Soit alors € > 0 et ng tel que Vp, g > ng : [ V|u, — uq|2 < e. La convergence ayant lieu aussi dans L2, il existe
une extractrice telle que ug(,) — ug presque partout. Alors [ Vi|ug —ug* = [Hminfy o0 V|upp) — uq* <
liminf, oo [ V]uu) — ugl? < €. Ce qui implique [ V]ug|? < oo et u, — ug dans V.

Soit alors u, € H*, ||u,||r2 = 1, une suite minimisante, c’est-a-dire telle que &(u,) — &. Alors (u,,)
est bornée dans V et dans H'. Les deux espaces étant des Banach, leur boule unité est compacte pour la
topologie faible. En effet :

Lemme 7. Soit E un Banach. Alors E est réflexif si et seulement si Bg(0,1) est compacte pour la topologie
faible.

Quitte & extraire on peut supposer que u, — ug faiblement dans V et que u, — 1 faiblement dans H'.
Or on la le

Lemme 8. Théoréeme de Rellich : L’injection canonique de H*(Q) dans L*()) est compacte pour ) est un
ouvert a bord C*.



Alors on a ug = 1. En effet, prenons = B(0, N), la suite (u,) est bornée dans H' () car convergente
faiblement, on peut donc en extraire une sous-suite convergente dans L? (). Appelons uio sa limite. Pour
0 D) : (poun)m = [ VoVu, + pu, = [(—AB+ @)u, = [(—AP + p)ug (car u, — up dans L?). Mais
on a aussi, par hypothése : (¢, un) g1 — (@, o) g1. Donc 1y € H' et 1y = 1y par identification sur D(Q).
Le méme raisonnement permet d’identifier ug a .

Lemme 9. Soit E un Banach et (f,) € (E)N. Si f, — f alors (||fa]]) est bornée et || f|| < liminf || f,]|.

Démonstration. Par le théoréme d’Hahn-Banach, il existe un élément de xz € E* tel que z(f) = f et
|lz|| < 1. Alors z(f,) — x(f) et pour tout entier n, ||z(f,)| < ||lz|||lf]l, en passant a la limite inférieure on
a: [z(HIf = [If] < liminf [| fo . 0

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de l'existence. On a &(up) = || limu, |3, < liminf ||ju,||? =
&o. 1l reste a montrer que ||ug||z = 1. Rappelons les hypothéses, on a :

— u, — ug faiblement dans H'!

— u, — ug fortement dans L?(Q) (pour Q ouvert & bord C*! (et donc borné)).

Mais cela ne suffit pas & montrer ||ug||z2 = 1. Par exemple : u,(z) = f(z —n) avec f € H! satisfait
les propriétés précédentes mais sa limite simple est nulle. Cependant, dans le modéle étudié, la particule est
confinée & 'aide d’un potentiel coercif et elle ne peut pas "s’en aller & I'infini". Montrons que la masse se
concentre dans un compact.

Lemme 10. Pour tout € > 0, il existe un ouvertQ) a bord C' et Ing tel que pour tout entier n > ng :

[ Laeunlrz <,

Démonstration. En effet, sinon : on trouve ¢ > 0 tel que pour tout Q a bord C! il existe ¢ une extractrice

qui vérifie : [|[Tgety(y)lr2 > €. Soit un tel €, V() — oo quand |z| — oo, on peut alors trouver ro tel que
: Eo+1

pour |z| > rg on ait V(z) > £2H Alors &(ug () > f‘

minimisant de (uy,). O

- Vlugmy|? > & + 1. Ce qui contredit le caractére

Montrons maintenant que la convergence a lieu dans L?. Soit € > 0, ng > 0 et Q un boule centrée en
Porigine qui concentre la masse des termes de la suite & € prés & partir du rang ng et aussi celle de ug, c’est-
a~dire ||ug.Lael||r2 < €. Alors : |luy, —ugllrz < ||(un —wo)-Laellrz + ||(un —uo)-Lallrz < 26+ (un —uo).La|lL2-
Le second terme tend vers 0 d’aprés le théoréeme de Rellich (Lemme 10). La convergence a donc lieu dans
L? et |lug|/z2 = 1, ce qui montre que le minimum est atteint. O

Etape 2 : régularité
On montre maintenant que ug est C! et que ug > 0 (modulo U).
Lemme 11. Tout minimiseur ug pour £ vérifie —Aug + Vug = Equg auw sens de H L.

Démonstration. Si ug est une solution au probléme de minimisation, alors pour tout h € H', 'application

¢:t— m% admet une dérivée nulle en 0. Ce qui donne :
#(0) = 2R( / VugVh + Viigh — Eiigh) = 0
Le résultat s’obtient en effectuant les changements de variable h < h, et h < ih. O

Comme V € LjS, et ug € L?, on vient de montrer que Au € L%OC et donc ugy € H1200~ Le théoréme
d’injections de Sobolev donne la régularité de wug.



Théoréme 12. Injections de Sobolev
Pour Q un ouvert borné a bord C*

n

WEP(Q) c C™(Q) ou k,p,r € N et a € [0;1] 5ir+a:k—;

Ici, r+ o« =2 —3/2 = 1/2, ug est alors 1/2-Holderienne donc continue. Comme V' est continu, il en est
de méme pour Aug. Alors, si Q est un domaine borné, ug € W2?(2) Vp et donc d’aprés le lemme, ug € CH*
Ve € [0; 1[. On remarque que la régularité de wug est limitée par celle de V. Si on prend V' € C* alors ug est
.

Montrons que ug > 0. Pour cela, utilisons le lemme suivant.
Théoréme 13. Soit f € C°(Q) telle que Af — uf > 0 pour un certain p > 0. Alors

1

flz) < ﬁ[.ﬂz,]{

ot J (dont on admet Uexistence et 'unicité) est la fonction radiale solution sur Q de AJ —pJ = 0 qui vérifie
JO) =1 et [flar = ﬁ Jsn—1 f(z + Rw)dw est la moyenne sur la spheére centrée en x et de rayon R.
L’inégalité est satisfaite tant que la boule est incluse dans le domaine 2.

La démonstration suit celle du théoréme 9.9 de [6] qui énonce un résultat plus général.

Démonstration. On prouve le résultat pour une fonction a régularité C'°°, puis on généralise par densité pour
la norme uniforme. On admet ici 'existence de J, sa régularité C*° et sa stricte positivité. Si f € C'°° alors
I’hypothése est valable ponctuellement. On a alors

div(JVf — fVJI) = VINS + JAf —VINVT — fVJT = J(Af —uf) > 0.

En intégrant sur la sphére, et en utilisant la formule de Green-Ostrogradsky

/wdiv(v) _ /m v,

/ J(R)V fn — / fVJn>0.
S(0,R)

S(0,R)

on obtient

Or L(fl,r= ﬁ Jw.Vf(z+ Rw)dw = ﬁ [ 8,f. Dou %([JJC]&’;) > 0, ce qui conclut la preuve.

Cas de up >0

Quitte & prendre |ug| au lieu de ug, on peut supposer que ug > 0. En effet, d’aprés le Lemme 15, on
a||Vul L2 > [|V]ulllL2, il s’en suit que E(Jup|) < Eo(up). On remarque alors que sur un domaine € borné, V
est bornée, disons par u, on a donc

(A — M)(—Uo) = —Aug + pug > —Aug + Vug = Eyug > 0.

Donc —ug satisfait les hypothéses du lemme, ce qui donne [ugl,, g < ug(x). La fonction ug étant positive,
si elle s’annule en x, elle s’annule sur toute boule centrée en x incluse dans le domaine. On en déduit que ug
ne prend que des valeurs strictement positives.

Cas de ug quelconque

La Proposition 15 entraine l'existence d'un |w| = 1 tel que wug soit & valeurs réelles. En effet, sinon
(IV]uwolllrz < [[Vuollrz et Ex(luol) < Em(ug) = . Alors |ug| > 0 d’aprés le cas précédent, comme wug est
C? elle ne peut changer de signe, d’oit wug > 0.



Unicité
1%r¢ méthode : Ground state resolution
Cette méthode consiste & montrer la propriété suivante :

Proposition 14. Ground State Resolution
Siu eV alors

E(u) = / o[V + el

Alors, I'égalité n’ayant lieu que si V(- ) =0 (on a montré que ug > 0), i.e. si u est proportionnel a ug,
on au=wug ol |w| =1.

Démonstration. On montre d’abord la propriété pour u = fug avec f € C} (ce qui revient & prendre u € C}
puisque ug > 0), puis on généralisera par densité. On a la formule

E(uof) = / V() +uoV ()P + / V| fuol? = / Vol + w0 I + 2u0 Vo RUVT) + / Viuof P

En remarquant que V(| f|?) = 2R(fV f), une intégration par parties permet alors de réécrire le troisiéme
terme comme : [ugVuoV|f|? = — [|f]*div(uoVug) = — [ |f]*([Vuo|? + upAug) et se simplifie en partie
avec le premier. En utilisant I’expression de —Awug du Lemme 11 on a :

E(unf) = / BV + & / P = / o[V + fullao

Alors pour u € C; développons [ugV(35)| = [Vu— £ Vug| > |[Vu| - |u—“0Vu0H. Donc siu, € C - ueV
dans V et presque partout, on a E(u,) — E(u) et par le lemme de Fatou, on trouve : ||;£Vug|[z2: =
[ liminf $2 Vg || r2 < liminf |32 Vu|[r2 < E(u) + [[Vullr2 < oo.

Soit alors u € Vet u, — u dans V et presque partout. Comme uoV (“7**) € L2 et V(u — uy,) — Vg € L?
et qu’ils sont égaux sur D’ (on rappelle que ug € C'), alors ils sont égaux sur L2. On a donc

/ = [ 19 w) - u

< 1iminf/ IV (up — up) — LU"VUO\Q = liminf &(up — un) — &o.|lup — unll L2
p Ug P

<E(u—wuy) —&.l|lu—uy| 2 — 0.
n—oo

Up — U
= [ liminf [V (up — uy) — 2—"Vug|*
/unpln IV (up —up) ” Ug|

O

On en déduit que [ |ugV (% (3> N2 = [ |uV (2 )|2 Ce qui montre le résultat. Ainsi€ atteint son minimum
une et une seule fois sur la sphere unité de L2 modulo U.

2éme meéthode : inégalité de convexité pour les gradients

Cette méthode utilise la stricte convexité de la fonctionnelle énergie et repose sur la propriété suivante
dont la démonstration, disponible en annexe, suit celle du Théoréme 7.8 de [6].

Proposition 15. Inégalité de convexité pour les gradients
Si f,g € H' & valeurs réelles alors

[oviEEEr s [1vae+ [ 19

Si de plus g > 0 alors il y a égalité si et seulement si dc € R tel que f = cg.



Maintenant, si f est & valeurs complexes, en considérant Rf et Sf, Uinégalité donne : [|V|f|||zz < ||V f]lLz-
Nous pouvons alors utiliser la Proposition 15 pour prouver l'unicité dans le théoréme. Si £ atteint son

.. N .. 2 2
minimum sur la sphére unité de L? en u et v. Posons w = 4/ % € H' et ||w| g2 = 1. Alors

E(w) < SVl + IVIIIE:) + 5 [ VOul? + o)
< 5 (IFulle + [90l2) + 5( [ V(ul? + 10P))
< &.

On a donc égalité dans les inégalités de convexité de gradients, en particulier il existe un complexe |w| = 1
tel que v = w.u, ce qui prouve 'unicité.

3 Modéle de Hartree

Comme expliqué dans 'introduction, on introduit un potentiel d’interaction a deux corps dont I'intensité
décroit proportionnellement au nombre de particules. Cette derniére hypothése est justifiée par ce qui suit.
L’énergie du systéme est

N N
1
:/ N E Vo, U + E V(z)|P|* + € E w(z; — ;)| V2 dzy...dzy.
R? j=1 j=1

1<i<j<N

On désire étudier le couplage entre le terme d’interaction et celui d’énergie de la particule seule lorsque

N — o0o. Pour que ces deux termes soient du méme ordre de grandeur, on prend € = ﬁ

On aimerait comparer ¥ (qui minimise £ sur son domaine qui, on rappelle, est un sous-ensemble de
la sphére unité de L?) & u®”, avec un certain u. C’est-a-dire montrer que le systéme évolue comme si les
particules étaient indépendantes les unes des autres.

3.1 Etude préliminaire

Considérons I’énergie d’un systéme dont la fonction d’onde est u®V
N
EEM)) = Z/ Vu(@)|? + V(@) |u(z)2dz x / W12 (g, an)das...day
= R3 R3N-1

1 _
+N7— Z / / )2 u(y)|?w(z y)al:rdyx/]RSN_2 [u®N "2 |(z3, ..., x5 )dzs...dz ).

1<i<j<N

Les deux facteurs valent 1 si 'on prend |lul|z2 = 1.

£ ) = N( [ [Vu@)P +Velue)lPde+ 5 [ [ ju@)Plut) Pt - pdsdy) = Neu(w)

Cela ameéne a étudier le probléme suivant

| |i‘nf 1E’H(u):” ‘ilnf {/ \Vu(z)|? + Viu(z)|*de + = / / )2 |uy) Pw(z y)dxdy}.
u 2= u L2_

Ep est 'énergie de Hartree d’une particule. Dans le cas d’une seule particule, on avait considéré V 'espace
des états d’énergie finie. C’est ce que I'on cherche ici aussi. En effet [[ul|3, = ||Vul|2. + [ V]u|* < oo n’assure



pas que |Eg| < oo ni que inf),),,=1 Em(u) > — co. On se restreint alors a une classe de fonction plus petite.
Cherchons p et 7 tels que VN LP pour w € L" convienne, c’est-a-dire que pour u € VN LP on ait |Ex(u)] < 0o
et ianmLp 5]—[ > —00.

Lemme 16. Inégalité de convolution de Young [6, Th. 4.2/

Soit f e LP,ge Ll,gec L". Si%+%+%:2 alors

I/f(x)(g*h)(x)dwl < Cpqrnllfllzellgllzellhllzr-

Raisonnons par analyse-synthése. Ici f = g = v € LP, d’ou: ¢ = 2(1—2) et | [(u® % w)u?| < ||ull}ap [lw]|z--
Ce qui assure |Eg(u)| < oo On a alors la minoration suivante :

En(u) > /V(JL‘)IU(x)Ir"da:+/|Vu|2 — Jlw| e ]| 72
or on a le

Théoréme 17. Sobolev

Pourl1<s<dona

d.s
O * < v s ) * f—
lull e < IVellpe o 5" =
Ici on prend s = 2 et donc s* = dQ—_dQ et on a la minoration :

Er(u) 2 /V(x)Iu(w)lzdx+02-|IUHis* — llwllrllulze

Lemme 18. Inégalité d’interpolation

Si 5 =8+ 28 alors || flls < I F19:NfI17-7, 0w 6 € [0;1].
Démonstration. C’est une reformulation de I'inégalité d’Hélder. O
1-6
S

Appliquons le lemme avec § := 2, 7 := s* et p := 2p. On cherche donc un p tel que 36 : % = g +
Cherchons alors une condition sur p pour en déduire une sur 7. On a pour |[ul|z> = 1 : ||Jul[g2r < 17|u)|27?
on veut donc : 4(1 — 6) < 2. Ce qui se traduit par r > % et qui garantie inf),,,=1 Eu(u) > — oo sur VN LP
et w € L" avec + =2(1— %)

Enlu) = [ V(@)lua)Pds + %

2.)

Dans le suite on supposera w € L" avec r > g, et on notera p le nombre qui vérifie % + % = 2 et on aura
u € LP (p>6).

7o+ ollul

3.2 Théoréme : existence et unicité de I’état fondamental

Théoréme 19. Energie de Hartree

Infjy) =1 En(u) est atteint. De plus, si on suppose W > 0 alors il est atteint de maniére unique (G une
phase pres).



Etape 1 : existence

Soit (u,) € (VN LP)N une suite minimisante pour €. Rappelons que I'on a I'inégalité :

Enr(u) > / V(@) u(x) P + / I9ul® = [l ful

Or [|uf|}2p < ||ul i(sl*_e) < C’||Vu||i(21_9) si ||ul|g2» > 1. On en déduit que (uy,,) est bornée dans V. On peut
en extraire une sous-suite qui converge faiblement dans V et dans H', fortement dans L? et presque partout
vers la méme limite (cf 2.1).

On a ||lully < liminf||uy||y. On va prouver que le terme d’interaction a deux corps tend vers celui de la
limite ug. Pour cela on montre que u,, — ug dans L?P et on a recours au

Lemme 20. Va <b < c : siu, — u dans L* et (u,) est bornée dans L° alors u, — u dans L.

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 18. Sans perte de généralité on prend u = 0, alors il existe
0<O<1telquei="2+210 et |luyllrs < [lunlfellunllf-? Ce qui montre le résultat. O

Comme ||y, < [|[Vun|/z2 et que u, — ug dans L2. 1l reste & montrer que 2 < 2p < p*. Or 2r > d d’ot :

. 2d < 4r S 4r
P=d=2 " w27 -1~

Alors d’aprés le lemme précédent : u,, — ug dans L?P. L’inégalité d”Young nous assure la continuité du
terme d’interaction a deux corps sur l'espace LP x LP. Or [ |ud —u2|P < \/f lup — un|2p.\/f lug + up |2 <
\/f|uo —un|2p.(\/f|uo|2p + \/f lun|??) — 0. Ainsi [(w* u2)u? — [(w » ud)ud. Ce qui montre que

En(uo) < infjjy), ,=1 Em(u) et u, — ug dans L? assure que ||jul|zz = 1.

Etape 2 : convexité de la fonctionnelle énergie, unicité et régularité du minimiseur positif

Sous ’hypothése @ > 0, on peut montrer que £ atteint n’admet qu’un minimiseur positif sur S(0, 1) 2.
Tout d’abord, la Proposition 15 nous assure que si v minimise £ sur S(0,1)z2 alors il existe un nombre
complexe |w| = 1 tel que wu soit & valeurs réelles. Sinon |V|ul||r2 < ||[Vu| L2 et Ex(Jul) < Eg(u) = &. On
ne considérera & présent que des fonctions réelles. Enfin, la transformation de Fourier, qui est une isométrie
de L? dans lui méme, permet d’écrire :

entu) = [ 1Vl + [ Vil + [ o (3)
Vu lexpression de € : E(|u]) = £(u). On supposera dorénavant u > 0 sans perte de généralité.

Unicité du minimiseur positif

Démonstration. Posons p = u? et montrons I'unicité de p. L’énergie associée a p est F(p) = Ik |V\/ﬁ|2 +
JVp+ [w|p% Soit 0 = v? > 0 un autre minimiseur de F alors posons w = \/t p+ (1 — t)o. ||w||zz =1
et on a: Eg(w) = [|V/tu2+ (1 —t)0??> + [V(tu? + (1 — t)v?) + [@](tu? + (1 — t)v?)[%. Le premier
terme est une expression convexe en p d’aprés la Proposition 15, le second est linéaire, donc convexe,

en p, et le dernier est strictement convexe car on a supposé w > 0. Alors si u # v pour 0 < t < 1 :
En(w) < t&p(u) + (1 —t)ém(v) = &, ce qui est absurde. O
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Régularité du minimiseur positif

Le schéma de la preuve est le méme que dans le cas & 1 particule, & ceci prés que I’équation différentielle
vérifiée par un minimiseur u n’est plus linéaire. Cependant, ’opérateur intervenant ne dépend que de |u| qui
(cf 3.2) est unique en tant que solution positive. Une condition sur w permet alors de se ramener au cas a 1
particule.

Lemme 21. Siu minimise & sur S(0,1)r2 alors il vérifie équation suivante au sens des distributions :

(—A+V+wx|uf)u=&u,
ot & est l’énergie fondamentale.

Démonstration. La preuve suit exactement celle du Lemme 11 et utilise le fait que w(—z) = w(z).
O

On voudrait une estimation de —Awu pour appliquer le théoréme d’injection de Sobolev. On voudrait au
moins (w *xu?)u € L2 Or,w € LP , p' > 3/2 et u € L2NLP, p > 6 donc u? € L9 avec 1 < ¢ < 3 et 'inégalité
d’Hélder montre que w x u? € L.

Donc (w « |u|?)u € L*(R3). Le théoréme d’injection de Sobolev 12 donne u € C'5.

Remarque 22. L’unicité d’une solution positive aurait en fait suffi & prouver le phénomeéne de condensation
puisque la loi marginale associée & la position p ne dépend que de |u|. Cependant, il est intéressant de
connaitre l’ensemble des solutions car une fonction d’onde u, & valeurs complezxes, contient plus d’information
que son module |ul.

Etape 3 : Ground State Resolution, unicité du minimiseur modulo U

On rejoint donc les hypothéses de régularité utilisés dans le proposition 14. D’apres 3.2 |u| est unique,
on peut donc poser V =V +w x |u|? qui est commun & tout les minimiseurs. De la continuité de ug, on en
déduit que V' est localement borné, et on peut appliquer le Lemme 13 qui prouve la stricte positivité de uyg.

Proposition 23. Siu € V minimise £ sur S(0,1)r2 alors il vérifie

£(u) = / [V + &

Démonstration. En effet, si « minimise £ sur S(0,1)z2, alors |u| aussi et |u| = |ug| par 3.2, donc u il est
soumis au méme potentiel V' que ug. Le reste de la preuve suit exactement celle de la proposition 14.
O

Mais alors, £(u) = & et donc V(3t) = 0. La régularité C' de u et up donne immédiatement la colinéarité.

Remarque 24. On a le résultat plus général suivant : si f,g € H' et g > 0 alors V(g) =0= dce,f=cy.
Voir Proposition 15.

4 Condensation de Bose-Einstein

4.1 Casdew >0
4.1.1 Convergence de I’énergie
On désire montrer la propriété suivante :

Proposition 25.
inf{&(V), ||‘1!||L2(R3N) =1,V symétrique}
— 1

inf{g('LL@N),HUHLZ(Ra) = 1} N —o00
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Ce qui s’interpréte par le fait que ’énergie du systéme de particules se rapproche de I’énergie fondamentale
d’un systéme de particules indépendantes.

Démonstration. On a clairement que inf{E(V), ||¥||z2—1} < inf{E(u®N), ||u||z2=1}. Pour I'inégalité inverse
on minore un a un les termes de Iénergie associée a une fonction d’onde ¥ quelconque (2). On note p(x) =
[ das...dzn|¥ (2, zo, ..., xn). On cherche a comparer £(¥) et £(,/p®™N).

N N
1
5(‘1’)2/RBN%Z|Vn‘1’|2+zv(%>|‘1’|2+6 S we - )9 de
i=1 =1

1<i<j<N

W) = Neuym) =N [[9VaP 4N [vorn [alof

Minoration du terme d’énergie cinétique

Pour ¢ € C°(R3) on a

/pVgo:/\\Il(xl,...,xN)\QVgodxl...de = —/@2%(\TIV\I/).

D'ott Vp =2 [ R(¥V,, (¥)). D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a presque partout :

Vol <2\//|\I/|2d:v2...de\//|V:,31\I/|2dm2...de:2\/5\//|Vm1\11|2dx2...dx1\r.

Ainsi |V /p|? = |%%|2 < [V, V|?dzs...dzy. Alors

N
/ZWu‘I’PZN/Wm‘I’\QZN/|VW|2~
i=1

Minoration du terme d’énergie potentiel

N
> [ V@l =N [V WPy = N [ Vods
i=1

On a en fait égalité.

Minoration du terme d’interaction & deux corps

Théoréme 26. Approzimation par des fonctions C* [6, Thm 2.16]
Soit j € L'(L%) tel que [j =1, pour € > 0 on pose jc(x) = e j(£). Alors pour f € LP ot 1 < p < o0
on note : fe = jex f. On a les propriétés suivantes :

— fee LP et ||fellee < || fllze
~ fe = f dans LP quand ¢ — 0
- sij € C™ alors f. € C™.

Quitte & extraire, on supposera dorénavant que la convergence & lieu presque partout.
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Pour f € L? on a [(w x f)f = [@|f]> > 0. Soit alors j¢ (x) = e 3j(2=2%) ou j € L'(R3) et [j = 1,
prenons f = Zf;l Je, — gou g€ LP, alors (w étant radial) :

N
/ dedy w(z - ngl <x>><zj;i<y> — g(y)) =
2Z/dxdywx— Wiz, ()55, (y +Z/dmdywx— Y)Jz, () dz, (y)

—QZ/dxdy w(z —y)9(y)js, () + NQ/dxdy w(z —y)g(z)g(y) = 0.
i=1

Par le Théoréme 26, appliqué avec j€ et (j€)®2, pour presque tout z1,...,zx, on a :

23w ) 4+ Nw(0 72Z/dyw i —1)g (y)+N2/dxdy w(z —y)g(w)g(y) > 0.

i<j

Aprés multiplication par |¥|?(z1,...,zn) et intégration ([ [¥|*> =1) on a:

N
o=

/ o(v)| 2 — Nuw(0) — N? / dady w(z — y)g(x)g(y).
R3N JR3 R3 XR3

Prenons g = Np, alors :

2
] e

Finalement, les trois estimations réunies donnent : £(¥) > NEx (y/p) — TNT = W
ou ey est I’énergie fondamentale du modéle de Hartree. Ce qui montre que

inf{£(0), | ¥l[ram1} ~_ inf{E@®™), |Julla—1}

w(0) > Ney — Q(TN_UW(O%

4.1.2 Condensation de Bose-Einstein : convergence en loi

On montre de la méme maniére que pour le modeéle de Hartree que infl\‘IIHLz:l E(T) est atteint.

Proposition 27. On note py(z) = [ dzs...dzn|V|*(z, 22, ...xN) 00 U est un état fondamental (il minimise
Uénergie). Alors pn — ug dans V ot ug est l'unique minimiseur positif de Eg

Remarque 28. La convergence dans V entraine la convergence dans H*

Démonstration. En effet, d’aprés I'étude de 1'énergie d’un systéme a N particules (Proposition 25), (/)
est une suite minimisante de €. Il s’en suit que (\/p N) est bornée dans V, on peut donc en extraire une sous
suite convergente faiblement dans V' (c’est un espace de Hilbert). Comme V' est un potentiel confinant (,/p,;)
converge fortement dans L?(R?) (cf Lemme 10). Notons /p" cette limite, elle est donc de norme 1, minimise
£ et est positive. La proposition 19 nous assure 'unicité d'un tel état fondamental : uy = \/p* = lim VPN
(dans L?).

Or, V est un Hilbert, il suffit de remarquer que Ex(y/py) = [vPy I3 = &0 = |luoll3; (cf Proposition 25)
car la suite (y/p N) converge déja faiblement. On en déduit la convergence forte dans V. O
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4.2 Cas général
Reésultats sur les opérateurs densité

Le résultat qui vient d’étre prouvé montre que la marginale de la loi de probabilité relative a la position
d’une particule converge vers la fonction d’onde de ’état fondamental du modéle de Hartree avec hypothése
supplémentaire w > 0. Mais, comme on I’a déja souligné a la Remarque 22, une fonction d’onde contient plus
d’information qu’une loi de probabilité. Il est donc légitime de vouloir généraliser ce résultat de convergence
aux fonctions d’ondes. Dans ce but, on définit des "opérateurs densité", caractérisant la fonction d’onde du
systéme. Ce sont des opérateurs & trace, et nous allons montrer que l'opérateur densité du systéme a N
particules converge dans Gy vers 'opérateur densité d’états décorélés correspondant a 1’état fondamental du
modéle de Hartree. On prendra désormais w € L*°.

Définition 29. Pour un état représentant N particules, ¥ € L*(R3N), on définit la matrice densité (ou
opérateur densité) de k particules associée comme [’opérateur FE;) sur L?(R3*) de noyau :

'yfpk) (T1, Ty Y1y ooy Yg) = /\Il(xl, s Thoy 2oty ooy ZN)U(YLy vy Yks Zhit 1y ooy ZN )A 24 1...dZN .

Voici d’abord quelques définitions et propriétés sur les opérateurs a trace. Etant donné un Hilbert §, on
note £($) 'ensemble des opérateurs bornés sur §, K l'ensemble des opérateurs compacts. Pour A € £L(9),
on note |A| 'unique opérateur positif dont le carré est A*A. Pour un opérateur positif 7', on définit :
tr(T) = Y oo (us, Tu;) out (u;) est une base de Hilbert de §), cette quantité (éventuellement infinie) ne
dépend pas de la base. On note alors &; I'ensemble des opérateurs A € £(9) tels que tr(]A4]) < oo, et on a
tr(A) = >0 (ui, Aug) = >0 q pwi(A) o (pi(A)); sont les valeurs singulieres de A, c’est a dire les valeurs
propres de |A]. &7 est un *-idéal bilatére de L£(£)).

Proposition 30. Quelques propriétés sur FE;) :

- Fgﬁ) est borné et symétrique, donc autoadjoint.
- Fgc) €6y oet tr(Fgc)) =1

- p(k)(xl, iy L) = 'yfpk) (T1, ey Tp; T1y ooy Tk

- }"Fgf)}"l = I‘&%, il s’en suit que t&f)(pl, wyDN) = ]—"y\(I,k)(pl, ey DNy D1y s PN)
Fort de ces nouveaux outils, on peut ré-écrire ’énergie d’un état quantique de la maniére suivante.
Proposition 31.
1 1 2
5(\1/) = N trLQ [(*A + V)F,(I,)} + 5 trL%(RSXH@) [w FEI/)]

Le sens du premier terme est ambigu car, bien que FSI,I ) soit dans &1 qui est un x-idéal dans L£(L?),
—A + V n’est pas borné. Cependant, le produit d’opérateur est défini sur tout L? quand ¥ € H2. De plus,
la résolvante de —A + V est compacte : ce résultat est essentiellement du au caractére confinant de V,
c’est une conséquence du théoréme de Lax-Milgram ainsi que du Lemme 10. Etant symétrique et positif on
peut trouver une base orthonormée (u;) et des réelles positifs tendant en croissant vers U'infini ();); tels que
—-A+V = E;ﬁl An i) (u;]. Alors trpz [(—A—s—V)FEI,l)] = A (wl F$) lu;) = [ —Avé})(x,x)—FV’y\(I,l)(x,x).

Cette derniére égalité ce justifie de la maniére suivante. Donnons nous une base de L? : (y;);, alors

(2, y) = pp(x) p4(y)) est une de L2(R3 x R3). Ecrivons ’y‘(l,l)(x,y) = an Cp,g0p(T) q(y). Alors tr(I‘EI,l)) =

> Cpp- D’autre part : fy\(;)(;c, z)dx = | > pq paPp(@)pq(x)dr = 37 ¢pp. L'intégrale le long de la diago-

nale est bien définie par la forme de 7\(1,1 ). Les mémes calculs ménent au résultat pour (—A + V)FEI,1 ) qui a

pour noyau fo'y‘(l,l )+ V’y\(I,l ) et donne donc un sens i Iintégrale le long de la diagonale.

Enfin, on désigne par w I'opérateur de multiplication par w(x —y). Alors comme w € L>°(R3) I'opérateur

w est borné et cela donne un sens a trr2 (R3xR?) [w Fg)]
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Théoréme 32. Si Uy minimise & sur S(0,1)2(gsny. Alors, a extraction pres, pour tout entier k on a :
I‘Sf) — T dans &,. Et la famille (D), vérifie try, (TF)) = Tk=1),

N— 00

Remarque 33. Le sens de cette dernicre égalité (try,(T'F)) = T ) est donné a la Définition 36.

Démonstration. Convergence de (Fg\}))

La suite (I‘SI}J)V)N est bornée dans &; = K* car Fs\}) > 0, tr(Fg\%)) =1= ||I‘S\1,)||61. On peut ainsi en
extraire une sous-suite convergeant faiblement I‘%) —* T, Comme |u;) (u;] € K @ tr(|u;) <ul|f‘§\})) =
(ual Ty us) = (us| DO Ju).

On a par ailleurs >, \; (u;] FS\}) lui) > A1), (ui|F$\}) lui) et (32, Ai (uﬂfg) |u;))N est bornée uniformeé-
ment, disons par C, or ();); croit vers l'infini done : A; > 7,5 (ui Fg\l,) lui) < D 2isi i (ui|F§\}) lu;y < C et

>isg (il Fg\}) lui) < £ — 0, uniformément par rapport a N.
= J g—0o0
D’aprés ce qui précede, en coupant la somme en deux on montre aisément que tr(Fg\l,)) — tr(T'M). Cepen-

dant, la convergence forte dans &1 n’est pas évidente pour autant, il faut montrer que tr(|F§\}) —TM}) = 0.
On a recours au lemme suivant :

Lemme 34. Pour A et BES; et C € L(H) ona :
- tr(JA+ B|) < tr(|4]) + tr(|B|)
- tr(JAC]) < [|C][tr(|A]) et tr(|CA]) < [[C] tr(|A])

Lemme 35. Pour A € &1 on a tr(|A]|) < ||Al tr(A*A)

Démonstration. La démonstration repose sur I'égalité tr(|A|) = >, px, out (ux) est la suite des valeurs
singuliéres de A. O

Notons P7 le projecteur orthogonal sur vect(u;);<;. Alors d’aprés le premier lemme, on a tr(|F§§) T
< tr(|(I‘§\p —TOYP;|) + tr(|(1"§\}) - F(l))Pjﬂ). Mais, en appliquant successivement les lemmes précédents on
majore le second terme comme suit :

(|0 = TO)PH) < tr(I0Y PH)) + te(IPOPH)) < DR [ tr(PE ()2 P + DO te(PFH (D)2 P
< P12 (DR P + 0O (0 P}

1) (1)
<O (T ) + 7 (| 7D Jug) ) 0

i>7 >7

Fixons alors ¢ > 0 et j tel que le second terme soit inférieur a €/2, pour tout entier N. Minorons

alors le premier terme a j fixé. Posons A = (F(l) FPAYP;. On a tr(JA]) = S0, wi(A) et tr(A*A) =
T (i, Ax Auy) = S0 (Au,, Awy) = j o |(ug, Au;)|?. Or, la convergence faible-* de Fﬁ) entraine la

convergence vers 0 de tous les termes de cette somme (finie). On peut donc trouver Ny tel que la somme soit
plus petite que €/2 a partir de ce rang. Ceci montre la convergence de (Fg\})) ~ (& extraction prés).

Convergence de I‘g\l,c)

On applique le méme raisonnement. Il suffit de remarquer que try: (—A—|—V)F§\1,) =1 trrz (rsyey ((—Az, +
V(z)+...— Ay + V(:I:k))l"(k)) tr((~A+ V)T k)) oil V est aussi confinant. ce qui entraine que —A + V.
est dlagonahsable en base orthonormee et que ses valeurs propres tendent vers l'infini.

Enfin, en réalisant une extraction diagonale, on trouve une sous-suite de (FE\E)) N qui converge pour tout
k.
O
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La propriété de trace n’a pas encore été prouvée, c’est le but de ce qui suit.

Propriété des I'®) relatives a la trace partielle

Définition 36. On définit la trace partielle par dualité. Pour Th o2 € G1($1 @ $H2), Vapplication K($1) >
Ar—tr((A®1) Th2) est une forme linéaire continue sur K, elle admet donc un représentant pour la trace
dans 61($H1) = K($1)*. Notons le T;.

T1 = tI'Q(Tl}Q)

Trace partielle d’opérateurs a noyau

Soit (u;); une base de L£($1) Posons A4; ; = |u;) (uj| € K(91). Soit T € &1 un opérateur de noyau

t(x1,22,y1,Y2). Alors : Vi, j tr(A;; @ 1 T) = [wj(x1)wi(z1)([ t(21, 22; 21, 2)dxe)dr1dzr. Ainsi, tri(T) est
l'opérateur a noyau [ t(x1,z,y1, 2)dz.
On a donc bien I‘g\lf_l) = trk(I‘ﬁ\]f)). Montrons que (I'®)) hérite de cette propriété. Soit A € K, alors
tr(A® 11"5\];)) =tr(A F%il)), comme les (Fg\l,c)) convergent fortement dans Gy, en passant a la limite quand
N — 0o on a Pégalité : tr(A® 1 T®) = tr(A T*=1). A étant arbitraire dans K, il s’en suit que I~ =
tr (D7), Ce qui termine la démonstration du théoréme.

Il vient :

5(\IJN) = = tI"Lz

N B 2 (R3xR3) [(—A—FV—F’U))FS\Q,)]

Le lemme de Fatou pour les séries donne : lim inf w > % tr((—A +V+w)F(2)). Une question naturelle

est alors : I'®) est-il la matrice densité d’un état quantique du systéme ?

Théoréme de structure
Le théoréme de De Finetti quantique donne la structure de telles familles d’opérateurs : Ax_1 = trg(Ayg).

Théoréme 37. Théoreme de De Finetti quantique [4]
Soit (Ay) une famille d’opérateurs auto-adjoints positifs sur L?(R?) vérifiant Ap_1 = trp(Ag) et tr(A;) =
1. Alors, il existe une mesure de probabilité de Borel u sur la sphére de L?(R?) telle que

Ao [ ) W duta).
5(0,1) 2

Il est clair que le théoréme principal sur la condensation suit du théoréme de De Finetti quantique. En
effet, Ltr [(—A+V +w)T'®@] = [ (w2 (-A+V +w) [u®?) du(u) = [ Ex(u)dp(u) > 1 x ey = ey. Ce qui
impose a p d’étre la mesure de Dirac supportée par ug, état fondamental du modéle de Hartree. Nous allons
maintenant donner la preuve du théoréme 4.2 en commencgant par le cas plus simple de la dimension finie.

4.2.1 Cas de la dimension finie

Dans ce qui suit, on montre un version du théoréme ot L? est remplacé par un Hilbert $ de dimension
finie. L’idée est d’estimer la différence entre 'opérateur v* et la moyenne sur les opérateurs produit d’une
certaine mesure py. L’outil principal est la représentation intégrale de l'identité par le groupe orthogonal
produit, c’est une application du lemme de Schur. Il faut néanmoins montrer l'irréductibilité du groupe
orthogonal produit.

N

Définition 38. Soit $ un Hilbert, on note @Q $H = HON le produit tensoriel de $ par lui méme N fois. On
i=1

note ﬁ?N le produit tensoriel symétrique de § par lui méme. C’est le sous espace vectoriel de HON définit de

la maniére suivante. Si (u;)1<i<q est une base de $), alors © = A;, . iyUi; @ ...QU;y € 5’)?]\7 si et seulement
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si Vo € Sy : Ag(in)yoso(in) = Nit,oyin - Cette propriété de dépend pas de la base (u;)1<i<a choisie. ﬁ?N est
N+d71)

un sous-espace de dimension ( a1

. . . o R
Remarque 39. H5" = 9OV /R ou R est la relation d’équivalence définie par : u;, & ... @ u;y = Uiyqy @ oo @ Uiy
pour o € Sy . Dorénavant, sur .V)?N, on utilisera ’abus de notation qui consiste & rendre le produit tensoriel

commutatif.

Théoréme 40 (De Finetti en dimension finie). Soit $ un Hilbert de dimension d et (v*);, une suite d’opé-
rateurs positifs chacun défini sur .VJ%M et vérifiant la propriété tri(v*) = y*=Y. Alors il existe une mesure
de probabilité p sur S$, la sphére unité de 9, telle que

Wb o = [ ) W duw).
S9H
La démonstration du théoréme s’appuie fortement sur le lemme suivant.

Lemme 41. On note du la mesure de probabilité uniforme sur S$). Alors

1
P = [u®) (u®*| du = —1Id
S9H CN

Ou ¢, = (k-gi;l)} la dimension de ﬁ?k.

k.
9§

Démonstration. Remarquons que pour U € O($)), du*U = du, et donc

U®k/ [u®*) (u®*| du = / |(uU*) &%) (u®*| du = / [u®Fy (u®*| du US*,
S9H S9H SH

Ainsi P commute avec tout élément de la forme U ®k, U € O(9). L’espace f’)%k est clairement stable par
O(H)k = {U®k, Ue 0(53)}7 montrons qu’il n’admet pas de sous-espace propre stable par O($)¥. Soit V un

tel sous-espace et V 3 X = Y aaud™ @ .. @uf # 0. Soit alors a® = (af, ...,a9) tel que azo # 0.
a1 +..+aqg=k )
Considérons U (61, ...,04) € O($) : up, = eP%uy, alors

U®kx = E Qo 6ia191+“‘+ia"’9"’u?0‘1 ®...Q u?ad€ V.
ar+..+ag=k

Donc
a0 o0 1 . .
W@ @ud = —O/U®’“(91,...,9d)Xe i —..—ioROr g, g, € V.
o

Notons alors U; € O($),u; — “1+2’“,ui — ulk“i,uj = uj sij #4,1. Ona U . .UpX = u?N +u®N-1 g

(...). La méme procédure que précédemment montre que u®Y € V. Enfin, en considérant un élément

d
U'(0y,...,04) € O(9) tel que uy — %]:1 e, il vient

S

d
Ls- Loy ‘
Ul®ku®k — ( elejuj)®k? - ela101+...+zad9du?a1 ® . ® u;@)ad c ‘/.
d j=1 a1 +..+ag=k

Par ailleurs on a
u?al R ... ®u§o‘d = /U’®k(91, ey 04) u®kemtenbi——iaabagg,  dg, eV,

pour tout (aq,...,aq). Ce qui montre que V = ﬁ?k et que O($)* est irréductible sur 5§?k. D’aprés le lemme
de Schur, P est une homothétie, de trace 1, ce qui conclut la démonstration. O]
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Démonstration. (du théoréme)
Notons P, = [u®*) (u®¥|, le projecteur orthogonal sur u®*. D’aprés le Lemme 41, 1y = 1, @ Iy_ =
1x ® ([ en—k Pn—gdu). On peut donc réécrire ~* comme
Y = trp1ion (YY) = trpion (L ® (/ en—k Prn_pdu)yY) = CN—k/trk+1—>N (1 ® (Pn—i)Y™).

Posons alors : puy (u)du = ey tr(PyyY )du, cela définit une mesure de probabilité. Comparons v* et [ Py (u)du :

/Pkm\/(u)du =cn /Pk trir1on (1 ® Pyopy™) Pedu,

car tl"(PN’}/N) = tr((lN_k®Pk)(PN_k®1k)’yN) = tI‘(Pkt’I”k_i_l_)N(PN_k@lk’)/N)) = <u®k| trk+1—>N(1k X PN_k’)/N) |u®k>.
En posant : A = trp1 . n(11 ® Py_xYY) et B = P, et en s’aidant de 'identité

A—BAB=(A-BA)+(A— AB)— (1— B)A(1 - B),

oo

on a

tr <‘7’“ — /PkuN(u)du

T Nk /PkuN(u)du
en

) +tr <‘(1 - CN_k)/PkuN(u)du

)

CN
CN—k
<2tr (‘ /A — BAdu ) +tr(|(1 — B)A(1 - B)|) + (1 — . ).
N
Or:
- fA—BAdu:fA—ABdu:(l—C’CV—I;’“)’yk
—tr(| [(1 = B)A(1 — B)|) < [tr(|(1 = B)A(1 — B)|) = [tr(JA(1 — B)|) car 1 — B est un projecteur
orthogonal.
Ainsi tr(|yF — [ [u®F) (u®*] py(u)du]) < 4(1 = Z=E) et ey = (NI~ %, ce qui entraine

(1- CZ—;") — 0. 1l suffit d’extraire une sous-suite de (un)xn qui converge faiblement vers une mesure de

probabilité u, cette mesure convient.
O

Remarque 42. .VJ?N s’injecte dans HEN, on peut alors reformuler les hypothéses du théoreme par : (Y)y,
une famille d’opérateurs agissant chacun sur H®* laissant stable ﬁ?k et le résultat final serait restreint
a 5?’“, On remarque alors que l'on peut remplacer i)?k par tout sous-espace de HF sur lequel le groupe
orthogonal est irréductible puisque cette hypothése ne sert qu’a la démonstration du Lemme 41.

4.2.2 Cas de la dimension quelconque

La démonstration suivante repose sur le fait que dans certains espaces convexes, tout point est le bary-
centre d’une certaine mesure supportée par ’ensemble des points extrémaux, c’est le Théoréme de Choquet
[3, Thm 27.6]. Le schéma de la preuve suit [4] dont le résultat est plus général.

Théoréme 43. Soit E un espace métrique localement conveze séparé et X C E convexe et compact métrique.
Alors pour tout © € X, il existe une mesure de probabilité p sur X supporté par £(X) l’ensemble des points
extrémauz de X telle que x = fs(x) edu(e).

Prenons E = & et considérons 'ensemble A des suites (7). telles que :

_ ,yk c L(Sj@k:)
—tr(yV) =1
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— trg(yF)) = 4D

— ~k) >0

- VA; € L($),0 € S : tr(’y(k)Al ® .0 Ag) = tr(’ykAU(l) ®..Q Ao(k))

tr ((fA + V)'y(l)) < C, ou C est une constante quelconque.

A est clairement un convexe et le Théoréme 32 montre que c’est un compact métrique pour tr(].|). Pour
montrer le résultat, il reste & établir que ses points extrémaux sont les états produits purs (7¥) = ((y1)%*)
oll v! est un opérateur & densité issu d’une fonction d’onde V.

Proposition 44 (Points extrémaux). Les points extrémaux de A sont des états produits de A.

Démonstration. Soit (’yk )k un point extrémal de A, supposons qu’il n’est pas un état produit. Alors on peut
trouver A,, € L(H®™), A, € H®" tels que tr(y"T"A,, ® A,,) # tr(v" Ap) tr(y™A,,). Quitte & multiplier par
un scalaire, on peut supposer % <tr(y™A,) < % Définissons alors deux nouvelles suites o et 7 par

1
= —— "R (A, @ 1)
Ok tr(’ymAm)fy (Am ® )ik Smak
et
T = ;Vmﬂe(ﬂm —An) @ 15)ik Smtk-
1—tr(y™An)

On avy=tr(y™Ay)o+ (1 —tr(y™A,;,))7, comme v est un point extrémal et que la combinaison convexe est
non triviale o = 7, et particulier 6" (4,) = 7"(A") et donc tr(y™ " A,, ® A,,) = tr(y™A,,) tr(v™ A,), ce qui
est une contradiction. O

Remarque 45. La réciproque est aussi vraie, ¢’est-a-dire que les états produits de A sont des points extré-
mauzx, mais nous n’'en avons pas besoins pour montrer le théoréme.

Montrons maintenant qu’un état produit de A est nécessairement pur, c’est a dire qu’il existe ¥ € ) tel
que y' = |¥) (¥|. En effet, soit (y®¥) € A un état produit. Puisque v € &y, il est compact et admet une
décomposition de la forme v = Y777 p; [u;) (us, ot p1; > 0 et (u;); est une famille de vecteurs orthonormés. Si
v n’est pas un état pur, il existe des réels 0 < p; < 1ety = p; uj) (uj|+(1—p;)(1—p) "t >, 2 Wi |wg) (wi| =
pp1 + (1= 1) p2 ot p; est un opérateur a densité. Soit E,, = (n!)™' 3> .4 U, le projecteur sur les opérateurs
a symétrie de Bose-Einstein. Pour un opérateur a densité p et un projecteur F on a tr(Ep) < 1 et égalité si
et seulement si Ep = p. Et puisque p; ® ps et p2 ® p2 ne sont pas a symétrie de Bose-Einstein

tr(Byy ©7) = p? tr(Eapy @ p1) + p(1 — p) tr(Ezpr @ p2) 4+ p(1 — p) tr(Bapz @ p1) + (1 — p)? tr(pa © p2)
<p2p(l = p) + (1= p?) = 1.

Ce qui contredit le fait que 72 soit & symétrie de Bose-Einstein. Les états extrémaux de A sont donc les états
purs, c’est-a-dire les éléments de la forme (|u®*) (u®*|).

Remarque 46. Ceci montre un résultat plus faible que le théoréme de De Finetti quantique, en effet ’en-
semble A est composé d’opérateurs dont l’énergie est uniformément bornée, c’est ce qui le rend compact
métrique et qui permet d’utiliser le théoréme de Choquet.
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