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Un phénomeéne physique

» Un nouvel état de la matiére
> Apparait a trés basse température pour un gaz dilué de bosons

> Un seul état quantique pour toutes les particules

Historique

> Bose : prédiction pour les photons
(1924)

» Einstein : généralisations aux
bosons (1925)

> Cornell et Wieman : réalisation du

premier condensat (1995), prix
Nobel en 2001




Un peu de mécanique quantique

Les objets quantiques sont décrits par une probabilité de mesure (état quantique)
contrairement aux objets classiques qui sont décrits par des mesures exactes.



Un peu de mécanique quantique

Les objets quantiques sont décrits par une probabilité de mesure (état quantique)
contrairement aux objets classiques qui sont décrits par des mesures exactes.

Fonction d'onde

L'état quantique d’'un ensemble de particules est totalement décrit par un élément
appelé fonction d'onde. Du point de vue "position" la fonction d'onde est

W(x1, ..., xpn) € L2((R3)N,C) et est telle que |W(xi, .., xn)?| est la densité de
probabilité de la loi de position du systéme. (||W|;2 = 1)



Un peu de mécanique quantique

Les objets quantiques sont décrits par une probabilité de mesure (état quantique)
contrairement aux objets classiques qui sont décrits par des mesures exactes.

Fonction d'onde

L'état quantique d’'un ensemble de particules est totalement décrit par un élément
appelé fonction d'onde. Du point de vue "position" la fonction d'onde est

W(x1, ..., xpn) € L2((R3)N,C) et est telle que |W(xi, .., xn)?| est la densité de
probabilité de la loi de position du systéme. (||W|;2 = 1)

Impulsion

Du point de vue "impulsion" (grandeur donnant accés a I'énergie cinétique), la
fonction d’'onde est transformée de Fourier de la fonction d'onde du point de vue
"position" : U(py, ..., pn). Et |U(p1, ..., py)|? est la densité de la loi de probabilité
d'impulsion du systéme.



Un peu de mécanique quantique

Les objets quantiques sont décrits par une probabilité de mesure (état quantique)
contrairement aux objets classiques qui sont décrits par des mesures exactes.

Fonction d'onde

L'état quantique d’'un ensemble de particules est totalement décrit par un élément
appelé fonction d'onde. Du point de vue "position" la fonction d'onde est

W(x1, ..., xpn) € L2((R3)N,C) et est telle que |W(xi, .., xn)?| est la densité de
probabilité de la loi de position du systéme. (||W|;2 = 1)

Impulsion

Du point de vue "impulsion" (grandeur donnant accés a I'énergie cinétique), la
fonction d’'onde est transformée de Fourier de la fonction d'onde du point de vue
"position" : U(py, ..., pn). Et |U(p1, ..., py)|? est la densité de la loi de probabilité
d'impulsion du systéme.

On fait I'hypothése que I'état (i.e. la fonction W) d'un systéme quantique est celui qui
minimise |'énergie en moyenne.



Energie

Les particules sont piégées par un potentiel confinant V(x) — oo quand x — co.

Energie
L'énergie du systéme est

N N
1 ~
W) =Y [ 5o lpiPIB(pr, o) Piprndon+ [ VO W0, xw) b
i=1 i=1

ou encore

N N
1
S(\V): E /%lv,’\u(xl,...,XN)‘del...dXN+ E /V(X,')|\U(X1,...XN)lzdxl...dXN.
i=1 i=1



Condensation de Bose-Einstein

Loi marginale

pk(xl,...,xk):/|\U(X1,...,xN)|2dxk+1...de

Condensation

On appelle condensation de Bose-Einstein, la convergence de I'état du systéme, dans
un sens a préciser, quand le nombre de particules N croit, vers un état décorrélé,
c'est-a-dire ol toutes les particules aurait le méme état. Une telle fonction d'onde
serait u®N(x) = u(x1)...u(xn).

On appelle alors condensation de Bose-Einstein les propriétés suivantes :

VPN — ug dans HY, pour un certain ug

Vk, p;‘\, — |ug§k\2 dans 1!

ou
. mf{g(w) H\U”LZ(RBN
lim

N— 00 |nf{5(u®N), HUHLZ(R3) = 1}

=1,V symétrique}
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> Une particule
> Soumise a un potentiel confinant

> Existence et unicité de I'état fondamental (modulo U)
Théoreme

Si V € (O et vérifie V(x) — oo quand |x| — oo alors le probléme de minimisation

So= {S(u) = /RB IVu(x)? + V(X)\u(x)|2dx}

inf
ueH [|ul| 2=1

inf <u —A+V u>
ueH1 [|ul| 2=1 3 ) H,H-1

est atteint en un unique up € H! (modulo U). De plus up € CY, up > 0 et résout

<7A+ V)Llo:gouo,

au sens des distributions (ou dans H~1). Par ailleurs, si v > 0, ||v||;2 = 1 et vérifie
(—A+ V)v = Av, alors v = ug.



Schéma de preuve

Equation fonctionnelle
Si up est une solution au probléme de minimisation, alors pour tout h € H,

I"application ¢ : t — % admet une dérivée nulle en 0. Ce qui donne :

#'(0) = 2§R(/Vroh + Vigh — Etigh) = 0

Le résultat s'obtient en effectuant les changements de variable h <> h, et h > ih.
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Soit une suite minimisante (uy)y de € sur la sphére unité de L2, elle est alors bornée

dans H!, on en extrait une sous-suite convergente faiblement dans H!, d’aprés le
théoréme de Rellich : I'injection canonique H! — leoc est compacte. Enfin, on utilise
le caractére confinant du potentiel V pour étendre la convergence de LI20c a L2,
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Schéma de preuve

Existence
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Régularité

» Equation fonctionnelle
> Injections de Sobolev

» Stricte positivité des solutions positives

Unicité
2 méthodes : réécriture de |'énergie ou inégalité de convexité

Si f,g € H' a valeurs réelles alors

/|Wf2+g2|2 s/\w|2+/|Vg|2.



Modéle de Hartree

On explique le phénomeéne de condensation comme étant dii au couplage entre
I'énergie cinétique, I'énergie potentielle et I'énergie d'interaction entre particules. Le
facteur 1/(N — 1) permet aux 3 termes d'avoir le méme ordre de grandeur.

Energie d'un systéme a N particules

N N
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Energie d'un systéme a N particules décorélées

£ M) = N( [ 19utR + VEOluGoRdx+ 5 [ [ lub)Rluty)wx - y)eiay)
= NEK(u)

Ey est I'énergie de Hartree. On prouve que le systéme effectif se comporte comme si
les particules étaient décorélées, dans le méme état qui est I'état fondamental de
I'énergie de Hartree.
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Energie de Hartree

E(e) = [ IVuCOR + VOlut)Pese+ 5 [ [ uG0Rluty) Pux = y)dy
Théoréme
i”f|\u||,_2:1 En(u) est atteint. De plus, si on suppose W > 0 alors il est atteint de

maniére unique (a une phase prés).

> Non linéaire

> Sir>3 et%—l—%:2a|orspourwEL’etueLzPona |EH(U)| < o0
» Existence du minimiseur : compacité induite par le potentiel confinant.
> Unicité et régularité du minimiseur positif.

> En(u) = Ex(Jul), donc toutes les solutions ont le méme module. On pose alors
V =V +w *|ul? potentiel commun a tout les minimiseurs.

> On réutilise la réécriture de I'énergie avec V a la place de V :

u
Eh() = [ | 1wl IVCDR + ulfzen
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Condensation en énergie

Proposition

inf{€(V), ||\I»'HL2 7y =1, ¥ symétrique} .
—
inf{E(u®N), [|ull 2R3y = 1} N—co

Preuve
> inFLE(W), W2y} < nF{EWEN), [[ull 2y } est clair
» Posons p(x) = [ dxa...dxn|W|?(x, x2, ..., xn), alors

N

E(W) > NEH(VP) — w(0) = New = 5=y

N
2(N_1) w(0)
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Convergence en loi

Proposition
On note py(x) = [ dxo...dxn|W|?(x, x2, ...xy) ol W est un état fondamental (il
minimise I'énergie). Alors pyy — up dans H® ol up est I'unique minimiseur positif de

En

Preuve
» D’aprés la convergence en énergie, (\/'BN) est une suite minimisante de £y.
» Un argument de compacité permet de trouver une valeur d’adhérence, elle

minimise £y, c'est donc up.
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Remarque

Ce résultat de compacité est (encore) essentiellement dii au caractére confinant du
potentiel : V(x) — oo quand |x| — oo et se traduit par le fait que I'opérateur
—A + V posséde une résolvante compacte.

Théoréeme de De Finetti quantique

Soit (Ax) une famille d’opérateurs auto-adjoints positifs sur L2(R9) vérifiant
Ax_1 = tri(Ag) et tr(A1) = 1. Alors, il existe une mesure de probabilité de Borel p
sur la sphére de L2(RY) telle que

A= [ 1) W du(u),
5(0,1),2



Résultat principal
Il est clair que le théoréme principal sur la condensation suit du théoréme de De
Finetti quantique. En effet,

%tr [(—A+ V+w)r®] = / % (WP (=A + V + w) [u®?) dp(u)
= /SH(u)d,u(u) >1xey=en.

Ce qui impose a p d’étre la mesure de Dirac supportée par ug, état fondamental du
modéle de Hartree.
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Démonstration du théoréme de De Finetti en dimension finie

Théoréme de De Finetti en dimension finie

Soit $ un Hilbert de dimension d et (wk)k une suite d'opérateurs positifs chacun
défini sur ﬁ?k et vérifiant la propriété tri(vK) = v(k=1). Alors il existe une mesure de
probabilité u sur S$, la sphére unité de 9, telle que

Vk, % = /s 1) () di(a).
2l

Lemme : représentation de |'identité
On note du la mesure de probabilité uniforme sur S$. Alors

1
P ::/ [u®kY (u®K| du = —Id _gy.
59 v 9s

Ou ¢, = (k;i;l) est la dimension de fj%k.

Un argument du type ¢/3 permet de conclure.



Démonstration du théoréme de De Finetti en dimension quelconque

Théoréme de Choquet

Soit E un espace métrique localement convexe séparé et X C E convexe et compact
métrique. Alors pour tout x € X, il existe une mesure de probabilité p sur X supporté
par £(X) I'ensemble des points extrémaux de X telle que x = fs(x) edu(e).

Prenons E = &; et considérons I'ensemble A des suites (vX), telles que :
> ke L(H®k)
> tr('y(l)) =1
> tr(y(0) = (kD)
» 4k >0
> VA € L(9H),0 € Sk 1 tr(v WAL ® .. ® Ag) = tr(7* A1) ® ... ® Ay (k)
> tr ((—A + V)'y(l)) < C, ou C est une constante quelconque.

N est clairement un convexe et le Théoréme de compacité montre que c’est un
compact métrique pour tr(|.]).

Pour montrer le résultat, il reste a établir que ses points extrémaux sont les états
produits purs (v%) = ((v1)®X) oii 41 est un opérateur a densité issu d'une fonction
d'onde W.
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Ce qui impose a p d’étre la mesure de Dirac supportée par ug, état fondamental du
modéle de Hartree.



Résultat principal
Il est clair que le théoréme principal sur la condensation suit du théoréme de De
Finetti quantique. En effet,
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Conclusion

Condensation de Bose-Einstein

L'état d'un systéme quantique a N particules tend (3 extraction prés) au sens des
opérateurs a densité, dans &1, vers un état produit formé par |'état fondamental du
modéle de Hartree.

Vi, T 5 [u@) (u@¥| dans &,

Remarque
On remarquera que I'on a pas ||[Wy — U?NHLz(Rsm) — 0.
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