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1 Introduction

La condensation de Bose-Einstein est un phénoméne quantique se manifestant & trés basse température
pour un gaz de bosons trés dilué. Initialement prédit par Satyendranath Bose pour des photons [3], il a été
généralisé au cas des atomes par Albert Einstein en 1925. Dans cet état de la matiére, toutes les particules
du systéme occupent le méme état quantique de plus basse énergie. De cette maniére, le comportement
global du gaz peut étre prédit en résolvant un probléme réduit & une seule particule, la minimisation de
la fonctionnelle de Schrédinger non-linéaire. Le but de I’étude exposée dans ce mémoire est de justifier
cette réduction du probléme linéaire & N corps en un probléme & 1 corps. La condensation ainsi prédite ne
comporte initialement pas d’interaction entre particules, c’est la 'intérét des études contemporaines sur le
sujet. En effet, la condensation a aussi lieu pour des particules en interaction mais cette interaction doit
étre soumise & certaines hypothéses de régularité et ne doit pas étre trop grande. Le potentiel d’interaction
w est souvent considérée positif, radial, & support compact [41] ou bien L' [26], ces derniéres hypothéses
sont incompatibles avec un potentiel dipolaire car ce dernier anisotrope, sans signe et d’ordre |z|~% quand
x — o00. Pour effectuer cette dérivation, on suit une méthode en deux temps exposée dans [26] qui consiste
a approcher le probléme & N corps tout d’abord par le modéle de Hartree via une approximation de champ
moyen, puis & montrer que le modéle de Hartree est en fait proche du modéle donné par 1’équation de
Schrédinger non-linéaire & 1 particule. La démonstration de Lewin, Nam et Rougerie suppose w € L', dans
ce mémoire nous ’adaptons au cas dipolaire.

La premiére réalisation d’un condensat date de 1995 par Eric Cornell et Carl Wieman, ce qui leur valut
le prix Nobel de physique en 2001. Pour cela des atomes de rubidium ont été piégés et refroidis par technique
d’évaporation. Il existe plusieurs maniéres de piéger des particules : mise en rotation, puits de potentiel,
etc. Récemment, des progrés significatifs ont été réalisés dans ’élaboration de tels condensats notamment
pour les condensats dipolaires. En effet, en 2005 le premier condensat dipolaire d’atome de chrome fut
réalisé expérimentalement & 1"Université de Stuttgart [I9]. En 2011, un condensat de dyprosium, dont les
interactions dipole-dipole sont plus fortes que celles du chrome, a été réalisé a ’Université de Stanford [32].

Dans la section [1] le probléme est tout d’abord introduit avant d’exposer le formalisme et d’annoncer
les résultats souhaités. Puis la stratégie de la démonstration est dévoilée et on indique les résultats trouvés.
La section [2| est dédiée & la notion de stabilité, cruciale dans la compréhension du probléme général, elle
n’est néanmoins pas nécéssaire au déroulement de la démonstration. La section [3| est entiérement dédiée a
la preuve des Théorémes et L’appendice en section [4| référence des éléments de cours nécessaires ou
utiles & la lecture de ce mémoire.

1.1 L’approximation de champ moyen

Ce qui suit a pour but de légitimer et d’expliquer les motivations de 'approximation de champ moyen,
pour approfondissement voir [36]. Un systéme de N particules soumises & un potentiel confinant V(z) — oo
quand |x| — oo et & un potentiel d’interaction entre particules w est régi par le hamiltonien suivant

N
Hy = Z (— (Va, + iA(xj))2 + V(:cj)) + A Z wt™ Nz — x5)). (1)
j=1 1<i<j<N
Si ces particules sont des bosons, ce qui est le cas dans notre étude, cet opérateur Hy est défini sur $HYV :=
®1,va = L%(R3Y), le produit symétrique tensoriel de N copies de $ = L?(R3) I'espace & 1 particule de R3.
Les parameétres A et [ sont importants car ce sont eux qui vont permettre I’approximation de champ moyen,
A représente 'intensité de la force d’interaction entre particules tandis que [ caractérise plutét la portée de
ces interactions.
L’énergie d’un systéme décrit par une fonction d’onde ¥ € § est (U, Hy W), et I'énergie fondamentale
du hamiltonien est

BE(N):= inf (¥, HyV).
(N):= jnf (¥, Hy)



o TR .. . N . .. E(N)
La limite de champ moyen consiste & choisir pertinemment les parameétres A et [ pour que la limite =

quand N — oo ne soit pas triviale, en effet les deux premiers termes dans sont d’ordre N tandis que
le troisiéme est typiquement d’ordre AN?2[® (intensité de I'interaction x nombre de particules x nombre de
particules dans une boule de rayon [ centrée autour d’une particule). Ceci impose a ANI® d’étre d’ordre
1, en posant I = N2 et A = N3~! pour un paramétre 0 < § < 1, on laisse le systéme dans un régime
de champ moyen tout en modélisant différents types d’interaction. Le régime de champ moyen a posséde
Iinterprétation probabiliste suivante : si I’on suppose qu’un grand nombre N de particules quantiques sont
identiquement distribuées de méme loi p, alors la loi des grands nombres donne que 'interaction entre la
particule j et les autres vérifie

o e — a0 = [ wla— o)y = ws pla,). 2)

Le membre de droite dans est celui qui apparait dans la fonctionnelle de Hartree (4) (avec 5 = 0).

Par exemple [36], le cas 3 = 0, c’est-a-dire A = N~! et | = 1 modélise des collisions fréquentes mais
faibles tandis que le cas 3 =1 (A = N2 et [ = N~!) correspond & des collisions peu fréquentes mais fortes.
Sous cette contrainte, le hamiltonien Hy se réécrit

N
Hy=Y_ < — (Va, +iA(z))* + V(xj)) - ﬁ Y NPw(N (@ - ay)), (3)

j=1 1<i<j<N

o l'on a choisi A de telle sorte a faire apparaitre le facteur 1/(IN — 1) dans le but pouvoir exhiber ’énergie
de Hartree lorsque ’on prend comme fonction test I’ansatz u®V, forme vers laquelle on veut montrer que les
minimiseurs de 1’énergie convergent, en un sens que ’on définira plus tard. Cette convergence vers ce type
d’état décorrélé est ce que 'on appelle condensation.

Malheureusement, la légitimité d’un modéle tel que ou l'intensité A du potentiel d’interaction varie
en fonction du nombre de particules N est faible, il représenterait une situation expérimentale ou de telles
interactions sont reproduites artificiellement. Cependant, réalisons I’expérience de pensée suivante : les N
particules se trouvent dans une boite de taille L et I'on augmente simultanément le nombre de particules
et la taille de la boite en notant E(L, N), I'énergie fondamentale du hamiltonien >, —A + 37, s w(z; — x;)
avec condition de Dirichlet au bord de la boite, on a la relation suivante

E(L,N,w))

12 = E(1,N, L*w(L-)),

apreés dilatation. C’est-a-dire que le membre de droite est ’énergie fondamentale du hamiltonien
Z —A+ L2 Zw(mz — l‘j).
i i

Alors en posant L = NP, si 'on veut faire coincider ce dernier avec la forme , il faut pour cela que
38 —1 =28, c’est-a-dire 5 = 1. Ainsi, § = 1 est le seul modéle que 'on peut faire coincider avec le modéle
physique expliqué plus haut. Mais nous allons nous intéresser dans la suite au cas ou 8 est petit.
En 2012, Mottl et ses collaborateurs [33] ont réalisé expérimentalement un gaz de particules avec interaction
longue portée dont ils peuvent modifier I'interaction a souhait pour obtenir un facteur 1/(N — 1) comme
dans le modéle de champ moyen que nous étudions.

Prenons alors, u € L?(R?), sous réserve que u®" appartienne au domaine de la forme quadratique associée
a Hy, on définit ’énergie de Hartree de u par

u®N u®N
) = I [ it [ Ve [] NS gl ) sy

RS
(4)



L’énergie fondamentale est alors définie ainsi

el = inf Ey(u). (5)
llullp2=1

Ainsi on va étudier le comportement de ’énergie de Hartree a la limite N — oo. Aussi, & partir de maintenant
on notera

wy(z) = N3P w(NPz). (6)
On peut déja remarquer que si w € L'(R3) alors wy v — (fw)v, quand N — oo, fortement dans L si
v € LP et de plus ||lwyxv| e < |Jw|[z1|[v||e (|28] Théoréme 2.16). Ainsi comme H'(R3) — L?(R3) N L5(R3)
(par exemple Théoréme 8.8 [28]), on a pour u € H!(R3)

|/Rg(wN* [ul)[ul| < wll e Juls < Cllwlallullzs, (7)

d’aprés ce qui précéde et I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Ainsi quand w € L'(R3), Pespace des états admis-
sibles pour I'énergie de Hartree est V = {u € H'(R?), [ |(V+iA)ul?+V|ul> < co}. Par ailleurs, la remarque
précédente nous invite & montrer que £y tend, quand N — oo, vers ’énergie de Schrédinger Non-Linéaire
définie comme suit, pour u € V,

et = [+ i@ + [ ve@p g ( [ o) [ @l ®)

On note e,,5 = infjy)|, ,=1 Enis(u). Dans [26], Lewin, Nam et Rougerie montrent la dérivation de &, & partir

de Hy grace a I'approximation de champ moyen pour un potentiel d’interaction w € L' et pour 3 petit. On
a notamment le théoréme suivant.

Théoréme 1.1. [26] Soit B > 0. Supposons V(z) > Clz|* — C, V € L} (R?), Ae L? (R?), we LYR*) N
L®(R3), |z|w(x) € LY(R3) avec w(z) = w(—=z). Si de plus w est Hartree stable, c’est-a-dire que pour tout
p>0ona

[ wta—wpl)p)dedy = o
R3 xR3
alors pour une certaine constante C >0, on a

ens + CN~" > % > eqts — CN~F — CNY 7772,

N 1
dés que 0 < B < qovarsvar

1.2 Cas de l’interaction dipolaire

Dans le cas que I'on étudie dans ce mémoire, le potentiel d’interaction dipole-dipole de 'ordre de 1/|z|® &
la limite |#| — oo et donc '’hypothése w € L! n’est pas vérifiée. Le potentiel d’interaction entre deux dipoles

est donné par la formule suivante :

_ 2
K(z—y) = 1—3cos*(65,y)

: (9)
ou 0, , est 'angle entre x — y et un vecteur de référence 7 qui donne la direction des moments dipolaires
des particules, supposés alignés. Ce potentiel est un potentiel effectif, valable & grande distance. C’est ’ap-
proximation du potentiel coulombien d’un systéme de deux dipoles composés chacun de deux particules de
charges opposées & distance fixe 'une de 'autre. Comme rappelé plus haut, on perd ’hypothése w € L!,
mais heureusement le numérateur de @ introduit des compensations et K définit un opérateur & noyau
continu sur LP(R3) pour 1 < p < oo (voir par exemple [40] Théoréme 3, Section II). Et pour u € V, on peut
définir I’énergie de Schrédinger Non-Linéaire dipolaire

£y M hg) = / (Y + i)l + / Viaf + A / £ Ao / (K« [P, (10)
R3 R3 R3 R3 xR3

|z —yf?



ou Aj et Ay sont des paramétres réels. On définit de méme eflls()\l,)\g) = ianu||L2:1 Sffls(w)\l,)\g). Des
études de la fonctionnelle £%, ont déja été réalisées, par exemple dans [6] (avec A =0, V = |z|?/2) et dans
[1] (avec A =0 et V = 0), elles ont montré que I'existence d’un état fondamental pour €% est sensible aux

valeurs relatives de A1 et Aa. On a notamment le théoréme suivant.

Théoréme 1.2 (Carles et Hajaiej [6]). On suppose que A =0 et V(z) — oo quand |x| — oo alors

i) Si
Ao >0et Ay > 4%)\27
ou
A< 0etA > _8{)\27

alors 4, posséde un unique minimiseur. Si V(z) = V(|z|) alors ce minimiseur est Steiner-symétrique.
ii) Si
A >0et Ay < 4%)\27
ou
A< 0etX < —8{)\2,

d
alors e, = —ooc.
Remarque 1.1. Pour plus d’information sur la Steiner symétrie voir par exemple [5].

La preuve de ce théoréme repose essentiellement sur le fait que I'opérateur de noyau K coincide avec la
multiplication en Fourier par une fonction m € L et que celle-ci prend ses valeurs dans l'intervalle réel
[—87/3,47/3], alors si A1 est suffisamment grand (relativement au signe de \q) la transformée de Fourier
du potentiel d’interaction total est une fonction positive, la fonctionnelle est alors minorée, et ’application
des techniques habituelles permet de conclure. Pour ce qui est du point ii) du théoréme, Carles et Hajaiej
utilisent l'anisotropie du potentiel K ainsi que le fait qu’en dimension 3, K est négatif sur un domaine
"suffisamment grand".

Le cas étudié dans ce mémoire est plus général car on prend A € L120C. Cette hypothése supplémentaire
apporte des changements dans la conclusion de ce théoréme, on peut néanmoins affirmer que la stabilité est
conservée (le potentiel d’interaction reste inchangé) et que la démonstration de 'existence d’un minimiseur
dans ce nouveau cas est la méme que celle de Carles et Hajaiej car alors (—V +iA)? est a résolvante compacte.
Cependant pour un potentiel A assez grand, on s’attend a 'apparition de vortex, l'invariance du probléme
par rotation implique la non-unicité des solutions.

1.3 Reésultats principaux

On présente ici les résultats que la suite de ce mémoire a pour but de démontrer. Les hypothéses sur
V, A, w sont les suivantes. On suppose que w € C* est pair, borné :

w(z) = w(-z), lw(z)| < C, (11)

et vérifie
1—3cos?(0y,y)

|z —y3 T oyl

’w(aj —y)—K pour |z —y| > 1, (12)

avec £,€,C >0, 0, , = (x —y) -n/|z —y| o n € R3 est un vecteur unitaire fixé. On suppose aussi que w est
classiquement stable (voir Définition [2.2)), c’est-a-dire qu’il vérifie

> W(i—x;) > —CN, Vay,..,ay € R, YN > 2. (13)
1<i<j<N

w est par conséquent aussi Hartre-stable, c’est-a-dire qu’il vérifie

[, s@pwW e - y)dody. p = 0.
R4 x R4



On notera de méme wy lopérateur de multiplication par wy(x1 — x2) sur Uespace a deux particules H? ~
LQ(RQd).

Remarque 1.2. En fait, il suffirait que la différence (@ soit dans L'(|z|dz,R®), mais on garde la formu-
lation plus haut pour faire écho auzx hypotheéses des propriétés énoncées a la section[q sur la stabilité.
Le potentiel V', modélisant le piége a particules, est supposé vérifier les hypothéses suivantes :
V € Liye(R%, R) (14)
V(z) > cz|® - C, (15)

pour des constantes s, ¢, C > 0. Quant au potentiel vecteur, qui modélise un champ magnétique ou bien une
force de Coriolis agissant sur des particules en rotation, il vérifie

Ac I} (RYRY). (16)

loc

Ces hypotheéses permettent de bien définir Uopérateur de Schréodinger magnétique a 1 particule H = —(V +
iA)? + V, c’est un opérateur auto-adjoint dont le domaine D(H) est inclu dans le domaine de la forme
quadratique énergie, c’est-a-dire les configurations d’énergie finie, voir pour plus d’information. Pour
R > 0, on définit le paramétre

a= / (w — kK13 >p)dx. (17)
R3

Remarque 1.3. La définition du parameétre a ne dépend pas de R > 0, en effet il faut se rappeler que le
numérateur de (@ introduit des compensations, plus précisément pour tout 0 < Ry < R; on a

/ K(z)dz = 0.
R0<|I|<R1

Voir par exemple [40].

Théoréme 1.3. Soit 5 > 0 et d = 3, alors sous les hypothéses précédemment établies il existe une constante
C > 0 telle que

E(N (1+2d/s4d)
e, (a,k) +CNF > g\f ) > el (a,k) — CN~ D CN—P, (18)

X 1
desque0<ﬁ<m.

Remarque 1.4. En fait, on a plus généralement

E(N NdB [ 1+d/s+d/2 NI,
eszs(aaﬁ)-FCN*ﬂZ%Zed (a,m)—CL1/2—C ¥ -0

—~CN7A, (19)

nls
ou L dépend de N et est choisi de telle sorte que
N2 « [, « NTFarsFars,

Alors en posant L = N, avec 2dB < a < 1/(1 +d/s+ d/2), si l'on cherche a optimiser la borne (19). On
trouvera que pour les valeurs de B qui nous intéressent, la borne est optimale quand les termes NP L=1/2 et
Li*d/s+d/2N=1 sont de méme ordre, c’est-a-dire quand o = (14 dB)/(3/2 +d/s + d/2). De (@ découle le
Théoréeme [L.3

Remarque 1.5. La condition sur B ainsi que la vitesse de convergence sont pires que celles du Théoréme
[I, ceci nest pas du a la particularité dipolaire du potentiel ¢’est un choiz de rédaction. En effet, pour des
raisons de simplicité, la partie de la preuve énoncée pour l'approrimation par la théorie de Hartree ne suit
pas exactement celle de [26] mais leur démonstration aboutirait aussi dans le cas dipolaire.



Remarque 1.6. Les difficultés qui apparaissent avec le potentiel dipolaire sont en fait liées & la stabilité
du systéeme et a l'approximation de la théorie de NLS avec celle de Hartree. Dans le section suivante, mous
discutons de existence de w vérifiant nos hypothéses.

La convergence de ’énergie ne suffit pas d’un point de vue physique & montrer une condensation. Pour
ce faire, il faut montrer que les états |¥y) (¥ | convergent, en un certain sens que ’on précisera dans la
suite (ils ne vivent pas dans le méme espace), vers une superposition d’états décorrélés, c’est-a-dire d’états
de la forme [u®V) (u®N|. Pour représenter ce phénoméne, on a le théoréme suivant.

Théoréme 1.4 (Convergence des états vers les minimiseurs de NLSD). On reprend les mémes hypothéses
que celle du Théoréme en supposant par ailleurs que w est classiquement stable (voir Définition ,
c’est-a-dire qu’il vérifie

> Wi(xi—x;) > —=CN, Var,..,ay € RLYN > 2.

1<i<j<N

On note ¥ x un état fondamental du Hamiltonien (@ et on définit ses matrices densités réduites, pour k € N*,
comme

V= Trgon [Un) (T

Alors, modulo une sous-suite, on a

tm o= [ ) e duta) (20)
ue nlsd

N—00

fortement dans l’espace des opérateurs a trace, pour tout k > 1, ot u est une mesure de probabilité borélienne
a support dans

Matad = {u € I2(RY, [l = 1, %, (a, k) = eilsm,m)}. (21)

En particulier, quand l’état fondamental uysq de la fonctionnelle de Schridinger Non-Linéaire est unique,
on a (sans extraire une sous-suite cette fois)

. n | ® ®
[\}gnoo Y = [udlsq) (uslagl

fortement dans [’espace des opérateurs a trace.

2 De la stabilité

Cette section n’est pas nécessaire a la démonstration du résultat principal, ici on discute de I’hypothése
de stabilité . On introduit différentes notions de stabilité et on recherche des conditions pour qu’un
potentiel de type dipolaire a longue portée soit stable. La stabilité est la propriété d’un systéme & ne pas
"S’effondrer", peut-étre cette notion est assez bien illustrée dans [27].

Why is ordinary matter (e.g., atoms, molecules, people, planets, stars) as stable as it is?
Why is it the case, if an atom is thought to be a miniature solar system, that bringing very
large numbers of atoms together (say 103 ) does not produce a violent explosion ? Sometimes
explosions do occur, as when stars collapse to form supernovae, but normally matter is well
behaved. In short, what is the peculiar mechanics of the elementary particles (electrons and
nuclei) that constitute ordinary matter so that the material world can have both rich variety and
stability ?



2.1 Différentes notions de stabilité

Définition 2.1. Un systéeme de N particules coulombiennes décrit par un Hamiltonien Hy et une énergie
fondamentale E(N) = inf 0 Hy est dit stable du second type [27] s’il existe une constante C > 0 telle que

E(N)> —CN. (22)

Tous les systémes coulombiens ne sont pas stables, en 1967 Dyson [15] montre que I’énergie fondamentale
de N bosons chargés décroit au moins comme —C'N7/5, vingt ans plus tard Conlon, Lieb et Yau [9] montrent
la loi des N7/5 : E(N) > —CN7/5. En 2004, Lieb et Solovej [30] calculent la constante C' optimale. Les
fermions, eux, sont stables du second type [16, 22, BI] (principe d’exclusion de Pauli). Cette notion de
stabilité prend en compte ’énergie cinétique mais si on ne considére que 1’énergie d’interaction, d’autres
notions de stabilité peuvent émerger.

Définition 2.2. On dit d’un potentiel W, pair, qu’il est classiquement stable [38] si

> W(i—x;) > —CN, Vay,..,ay € RY, YN > 2. (23)
1<i<j<N

En intégrant (23) contre une mesure factorisée p(x1)...p(zx) et en prenant la limite N — oo, on trouve

Définition 2.3.
[, oW e~ dsdy,vp > o (24)
Rd x R4

On dira d’un potentiel pair qui vérifie qu’il est Hartree-stable [26].

Et réciproquement quand W et localement borné, en prenant p = sz\; 0z, on montre que implique
[26], en effet on a alors

S W —ay) > —%W(o). (25)
1<i<j<N

On remarquera que si un potentiel W est classiquement stable alors le systéme associé Hy (comme dans )
est stable du second type. Cependant, dans notre démarche d’approximation du systéme & N particules par
la théorie de Hartree, le potentiel apparaissant dans le hamiltonien Hy dans et dans la fonctionnelle de
Hartree & (4) dépend de N, en effet on a pris wy(z) = N%Pw(NPz), par ailleurs, étant dans le cadre d’une
limite de champ moyen, un facteur 1/(N — 1) est devant le terme de potentiel d’interaction. La question de
la stabilité se pose, autant dans le cas de Hy et de £f. Pour la fonctionnelle de Hartree, en dimension d > 3,
on remarque que si u € L*(R?) ne vérifie pas (24)), alors en prenant uy (z) = N%/2u(Nfz) on a ey — —o0
quand N — oco. Et comme ey > E(N)/N, le systéme a N particules n’est pas stable du second type.

Dans la limite de champ moyen que nous nous proposons d’étudier, wy(z) = N¥w(NPz)/(N — 1), la
stabilité classique de w n’implique pas toujours de maniére évidente la stabilité du second type de Hy, en
effet, si w est classiquement stable, le terme d’interaction se minore par

ﬁ > NPw(NP(z; - z;)) > ~CN¥,
1<i<j<N

un quand 8 < 1/d, le systéme est stable du second type mais quand 8 > 1/d, on ne sait pas, il faut prendre
en compte le potentiel & 1 particule et ’énergie cinétique. Dans le présent mémoire, la dimension 3 est
principalement étudiée et les conditions trouvées sur 3, qui ne sont certainement pas optimales, imposent
nécessairement 0 < 8 < 1/3. Dans ’éventualité ou 8 > 1/3, alors il faut tenir compte de 1’énergie cinétique
pour montrer que, éventuellement, le systéme est stable du second type. Mais il se trouve que si n’est
pas vérifiée alors d’aprés [38] l'inégalité (22) n’est en général pas vérifiée non plus. Dans [4I] et [29)], la
dérivation pour 0 < # < 1 a lieu avec ’hypothése w > 0 afin que soit vérifiée systématiquement et que
le systéme soit stable du second type. Du fait de la nature dipolaire du potentiel, nous ne jouissons pas de
cette hypothése.



2.2 Potentiels classiquement stables

L’intérét initial porté sur les potentiels classiquement stables, c’est-a-dire vérifiant (23), provient de la
physique statistique. En effet, considérons, en systéme grand canonique, des particules dans un domaine
A C R? soumises & un potentiel total U(zy, ..., 2y ), alors la fonction de partition grand canonique associée
est [38]

Ex=1+ —/ dzy...dxyexp | — pU(z1,...,zN)|,
oELy R |

ou (3 est la température inverse du systéme et z > 0. La stabilité classique (U(z1, ...,zx) > —CN) entraine,
par majoration terme & terme, la convergence de la fonction de partition grand canonique. La réciproque
pour les potentiels d’interaction entre paires de particules U(z1,...,xn) = 32, ; W(z; — x;) est donnée dans
[38] Proposition 3.2.2.

Dans [I7], on trouve quelques exemples de potentiels d’interaction de paires classiquement stables :
potentiels a noyau dur, potentiels positif plus type positif, potentiel power law. Notre intérét portera sur ces
deux derniers.

Définition 2.4 (Positif plus type positif). W (|z|) > Wi (|z]) = fdpeip‘xﬁ/:(p) ot W, est intégrable et
Wi > 0. Wy est dit de type positif.

La preuve que ce type de potentiel est classiquement stable est originalement due a Ruelle [37] qui prouva
en fait un résultat plus fort que la stabilité avec 'hypothése supplémentaire W (0) > 0.

Lemme 2.1. Soit W de type positif alors W est classiquement stable.

Démonstration. En effet, écrivons W(z) = [ dpei”"”/V[?(p). Remarquons d’abord, en prenant x = 0, que
W > 0 est intégrable et donc W est nécessairement continue et bornée. Prenons alors la densité n =), 0,,,
on a ) . N
3 /W(p)|ﬁ|2(p)dp - /(W*n)n = S Wi —ay) + W) 20 (26)
i<j

O

Remarque 2.1. Les potentiels de type positif sont en fait mieux que simplement stable, ils sont stables pour
des configurations de charges quelconques, en reprenant la démonstration plus haut on peut aisément montrer
que
ZeiejW(wi — $j) >0, Ve; € R. (27)
i<j
On utilisera d’ailleurs plus loin.
Le second type de potentiel qui nous intéresse est le type power law.

Théoréme 2.1 (Power law). Un potentiel de type power law, c’est-a-dire un potentiel qui vérifie
o W(r) > Dy/rit qu voisinage de 0
[ ] W(’I“) Z —Do
e W(r) > —Dy/r?* qu voisinage de oo,

pour des constantes Dy, D1, Da,€1,e5 > 0, est classiquement stable.

La difficulté provient du fait qu’un potentiel ~ —1/|z|> quand |z| — oo est instable, il suffit d’agence
les particules sur un réseau cubique pour avoir une énergie de l'ordre de —N log N. Sous les hypothéses
du Théoréme la divergence en 0 est suffisamment grande pour rendre de le systéme stable. La preuve
de se résultat est initialement due a Fisher [I7] et Dobrushin [I3] (ce dernier montre en fait un résultat
légérement plus général sur les bornes dans la définition de potentiel power law). En dimension 3, l'idée
principale de la preuve de Fisher est de minorer le potentiel power law en utilisant des potentiels de Morse
W(r) = Wie™ "/t — Wye™"/¢2 qui, sous la condition Wic$ > Wacel sont de type positif. Une esquisse de la



preuve peut aussi étre trouvée dans [38] Proposition 3.2.8. C’est cette idée que I'on suivra dans la prochaine
sous-section pour trouver des conditions sur le potentiel dipolaire & longue portée pour qu’il soit classiquement
stable. Au lieu d’utiliser le potentiel de Morse, on utilisera un des potentiels de Yukawa (e ™ #" — e™*")/r.

2.3 Stabilité du potentiel d’interaction dipole-dipole

Dans cette section, on se propose d’exhiber une classe de potentiels dipolaires & longue portée stables,
c’est-a-dire qui vérifient (23)) et (24). L’énergie d’interaction dipole-dipole entre deux particules X;, X, est
donnée par la fonction

(28)

avec cos(0) = (X; — X;) - 7i/|| X; — X,|| ou 7 est un vecteur de référence fixe qui donne la direction des mo-
ments dipolaires, supposés alignés, des particules. La formule (28]) provient de ’approximation d’un potentiel
coulombien généré par un certain systéme de particules lorsque les dipoles sont "loin" les uns des autres.
Nous allons faire bon usage de cette origine en décomposant le potentiel d’interaction en une partie longue
portée du potentiel coulombien qui, elle, est stable [18], plus une erreur qui sera stabilisée par la partie courte
portée du potentiel d’interaction total (Lemme .

Lemme 2.2 (Stabilisation par le potentiel & courte portée). Soient wg € C*°(R3), wg > n > 0 et wy €
L (R3), |wi(x)] < Col/|x|3F0 pour tout |z| > 1, ot 0, €9, Co > 0. Définissons pour R > 1

¢r = wol|z)<p + W1l|z>R-

Alors, il existe une constante universelle C\y i, donnée par , telle que st
R060/277 2 COCuni'w (29)

il existe 1 € LY(R3) tel que 1 < ¢g,, V>0 et qu < 00. En particulier, ¢, est minorée par une fonction
de type positif, c’est donc un potentiel stable.

Démonstration. La stratégie de la preuve est de relever la fonction ¢g, en lui ajoutant une fonction ¥; dont
on controle la transformée de Fourier, pour que la somme ¢ + 17 soit positive. On cherchera alors des
conditions sur R,n et Cy pour pouvoir minorer cette somme par une fonction de type positif 1,,.

Soit € = €p/2, on a

2Cy
w1 (7)1)y>r(z) < W]I|I|ZR,1(Q:’) pour tout |z —z'| < 1.
On pose ¥ = %1\121%—1*04 avec « une fonction C* a support dans B(0, %) et tellequea > Oet [a=1.

|z
Alors |wy(z)| < ¢1(z) et comme « est C*°, & est & décroissance rapide, on a l'inégalité suivante

) < ColBIlI(1 — A)’oloo|[Ljop>rl /|2l _ G
- A1+ p?)? (L)
On remarque que C; = C1(R) = Cp,; 7r = O(||1j2>r1/|2>T¢||£1). Par ailleurs, compte tenu des hypothéses
< >

sur «, on a aussi

2/3)*

($|/3J2€ < 41 (z) pour |x| > R—1.
Définissons alors, pour g > 0,

67‘z| —_ 672‘5”‘
PH(z) = 7]
Pour yu:= (3)*%, on a
Y < dr+ (30)
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et
1 1 I (2/3)4n 1 Co

Vi (p) = _ = > : .
O =Gt pEr2) T GETDGEFD © 4 GFBEE TP
Prenons alors Ry > 1 tel que C1(Ry) < Co, alors ¢ := ¢ + 11 < ¢p, est tel que

~_ Cy—C
V> e 2
(1+[p[?)?
De plus, la condition C (Rp) < Co peut se réécrire
Rgn > Co(3/2)*B|ISI[|(1 — A) oo, (31)

ce qui donne la borne annoncée dans le lemme. O]

Remarque 2.2. Une question légitime & laquelle nous n’avons pas encore de réponse est de savoir si l'on
peut avec le Lemme atteindre tout couple (a, k) défini en (@ et vérifiant les hypothéses du Théoréme
[I23 Pour cela on peut commencer par chercher a optimiser la constante Cypiy .

Approximation du potentiel dipole-dipole par un potentiel coulombien

Proposition 2.1. Soit w vérifiant et (@), alors quitte a lui rajouter un potentiel courte portée wy >
nly. >R, avec n et Ry assez grands, c’est-a-dire de telle sorte que le nouveau potentiel vérifie les hypotheses
du Lemme alors w4 wq est classiquement stable.

L’idée est de comparer le potentiel w qui est lisse a courte portée et dipolaire & longue portée avec le
potentiel de Coulomb, malheureusement ce dernier n’est pas stable, on le comparera alors plutét avec sa
différence avec le potentiel Yukawa (1 —e™")/r qui est comme le potentiel de Coulomb au voisinage de +oo
mais meilleur en 0. Soient 2N particules, telles que X7,..., Xy soient chargées positivement de charge 1
et Xniy1,..., Xon soient chargées de charge —1. Supposons que pout tout 1 < ¢ < N, les particules X; et
XNy solent telles que Xny4; — X; = 077, ot § > 0 est une longueur fixée, indépendante de 4. Soient alors
1 <i < j <N, le potentiel d’interaction du systéme composé des particules X;, Xny;, X;, Xny; est donné

par
_r 1 1 1 )1
X = X5 [ Xngi = Xnagl X = Xnagl [ Xnvee = X5 00

Ona Xyy; = X; + 07 et Xy = X, + 07, notons X; — X; =7 et |F] = r, alors

C(XZ 7Xj) :

1Xi = X517 = [Xngs = Xy H =071
et
1Xi = Xnag| 7= 17 =07 h L [ Xivai — X570 = |7+ 67
On a le lemme suivant.

Lemme 2.3 (|23], Développement dipolaire). Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout R,h € R3

avec R+ h # 0,
L (1 _erch Blen-h)?— |h|2>> <GP
|[R+h|  \IR |R]? 2|RP? = |RPP|R +

avec e, = R/|R).

Notons

2
C(Xl —Xj) = C(XZ —Xj) + g,

11



I'interaction totale des deux dipoles sans 'interaction intradipole. En utilisant le lemme précédent, on peut

montrer que pour % < i on a

CLX, - X)) = KX, - X)) + o). (32)

Réécrivons I’énergie d’interaction dipolaire du probléme & N particules :

1 1 o
N-1 ﬂlXi—lezzfaK(Xi_Xﬂ'):leﬂ|xi—xj|z;g<K(Xi—Xj)—5 2C(Xi—Xj)) (33)
i<j 1<j
1 o o
+7N_1;1\XifXj\zﬁ5 C(X; — X))~ 6°G(X; - X;)  (34)
i<
1 —2
ou 1X;— X5 |X;— X ;457 |X;— X; — 57|
1 — e BlAi—Ay 1 — e MIXi—X; +on 1 — e~ HIXi—X;—om
G(Xi— X;) =2—= - __c #
|X; — X |X; — X; + 67 | X; — X; — 61

Le terme représente ’énergie coulombienne d’interaction longue portée, tandis que et sont &
considérer comme des termes d’erreur. Il faut penser § et u comme des paramétres de champ moyen, une
analyse dimensionnelle donne j ~ N?, § ~ N7, La condition d’approximation g < i se transmet sur R, il
faut choisir R assez grand, R > 4 convient pour 'instant. L’énergie d’interaction dipolaire se réécrit alors

ﬁ N¥w (NP (X; = X)) + NP wa (NP (Xi = X;)) + NP ws (NP (X; = X)),
1<j

avec w1(z) = Lz >R (K(J?) - C’l(x)>, wo(x) = ]lmzRél(x) — Go(x) et wz(x) = Go(x), G4 est G ou l'on a

pris 4 = «, un paramétre qui nous sera utile, Cy est C ou l'on a pris § = 1.

Montrons que les deux premiers termes wi et wg, sont stabilisés par un potentiel wol|,<r avec wo
satisfaisant les hypothéses du Lemme . 11 suffit pour cela de vérifier que ces potentiels vérifient aussi
les hypothéses du Lemme. La condltlon R > 4 assure que wy () = O(\zl“) pour |X| > R. Pour ws, on a

lwa ()] < R > e alz |+4]1‘1|<Ro¢ Le premier terme est clairement un O( |4) et le second est majoré en

module par 4. En choisissant « assez petit, par exemple de telle sorte que 4a < 1/2 (n étant le minorant de
wy, cf Lemme , cette partie du potentiel peut étre assimilée au potentiel courte portée, de telle sorte que
le nouveau potentiel wg := wp + 1;|<rw2 vérifie toujours les hypothéses du Lemme mais pour n remplacé
par n/2.

Le troisiéme potentiel est stable car de type positif, en effet étant donné un systéme de particules Y7, ..., Y
de charges ey, ..., e, en notant p = > e;dy,, on a

1— efoc\Y Y;| 1— efoz|:r: y\
2 . d - 2
Zeﬂ ‘Y Y| //]R?’><R3 |.'I/'—y| (I) p(y) ZGZO[

i=1

2
@ Y 12 9
> ——————|p(u)|*du — N max{e; }“a > —CN.
- //Rssz (|u]? + a2)|ul? [P(w)| {eia =

Ceci vaut en particulier pour Yy = 0,Y; =7, Y2 = 2,Y3 = .+ 17 et |e;| = 1, ce qui prouve la stabilité de ws.
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3 Démonstration des résultats

3.1 Approximation de champ moyen
Dans cette section on montre que ’énergie moyenne du modéle & N corps est trés proche vers celle du
modéle de champ moyen. On rappelle que le hamiltonien du probléme & N corps est le suivant
al 2 1
) d

=1 1<i<j<N

En notant ¥y ’état fondamental du systéme, ’énergie moyenne s’écrit
EN) 1 1 (2)
N N<N7NN>2.62|:2'7N7
ou vy = |Uy) (¥ est la matrice densité & N particules, 7](\?) = Trp41 N YN est la matrice densité réduite
a k particules et w est le potentiel d’interaction particule-particule.
L’énergie de Hartree (dépendante de N), quant a elle, s’écrit pour u € V,

enw) = [T +idu@l+ [ V@P+g [ N0 @) u)Pded. (66

ouV = {u € H'(R?), [|(V+id)u]? + V|u|* < oo} est l'espace des états accessibles d’un systéme sans

interaction particule-particule. Le terme d’interaction entre particules (le troisiéme dans (48)) est fini puisque
I'on a supposé que le potentiel w rendait ’énergie stable du second type, et donc par conséquent finie & N
fixé.

Théoréme 3.1. On a

E(N
‘5\7)_6]}\;‘—)0 quand N — oo,

plus précisément, pour une certaine constante C' > 0, pour N assez grand, on a

E(N) Ndﬁ L1+d/s+d/2 NdBL
N> zen Oy - O —C—— (37)
deés que 0 < B < m, ot L dépendant de N est choisi de telle sorte que
N2 « [ « NTFareFarm,
E(N)

On a évidement ey N > =~ car en prenant la fonction test Uy = u®N on obtient (¥, HyUy) = Neg.
La suite est consacrée a prouver la deuxiéme partie de I'inégalité (37) et par conséquent que

E(N)
N

lim inf

> limsupey. (38)

La preuve suit celle de [26], I'idée est d’utiliser le Théoréme de Definetti quantique quantitatif pour
approcher 'y](\?) par une combinaison convexe d’état décorrélés, c’est-a-dire de la forme u®Y. Ce dernier
théoréme, qui donne une majoration explicite de ’erreur, n’est valable que sur un espace de dimension finie.
A cette fin on réduit le probléme & I’espace engendré par le bas-spectre de Hi, le hamiltonien & 1 particule,
tout en maitrisant l'erreur ainsi commise en utilisant que I’énergie totale reste bornée. Plus précisément,
on essaye d’abord de maitriser ’erreur commise en remplagant I’état fondamental vy par le localisé sur le
bas-spectre P?N’yNP?N ou P =1j_, 1 (Hl) est le projecteur spectral sous le niveau d’énergie L. Puis,
on remplace P®N~ynyP®N par une combinaison a coefficients positifs Jsp g [u®N) (N | dpun (u) tout en

controlant I'erreur. Rappelons maintenant que

1 1
§Tr52 {Hyy](\?)} =Trg [H17§\})} + iTrﬁz [Ndﬁw(a: —y)’y](\?) .
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3.1.1 Localisation & basse énergie
Minoration de ’énergie a 1 particule

Cette partie de ’énergie est constituée de 1’énergie cinétique comprenant un potentiel magnétique ou une
force de Coriolis [ |(V +iA)ul? et du terme de potentiel confinant [ V|u|?. Quitte & rajouter une constante
a V, on peut supposer que V > 0, et alors le spectre de 'opérateur H; ® 1 + 1 ® H; est inclu dans R .
On rappelle que la résolvante de cet opérateur est compacte, on note alors (Ax)x la suite croissante de ses
valeurs propres avec ordre de multiplicité et on fixe (eg); une base hilbertienne de vecteurs propres associés.

On a

Trg [Hwﬁ)} = Z A ey er)

k>0
> Z A <€k7'7](\})€k>+L Z <€k,%(\})6k>
ko>k>0 k>ko+1

= Trg [HlP_%(\})P_} + LTry {PH};)}

1 L
= 5 Trg [(H1 @1+1® Hl)sz’ij(\?)P?Q] + 5 Trse [Pw](\?)} . (39)

Le lecteur remarquera que la minoration par le premier terme dans (39) suffit & minorer ’énergie a 1
particule par celle du localisé sur le bas spectre mais le second terme est conservé car il sera utile par la
suite.

Minoration de 1’énergie d’interaction (2 particules)

Pour un potentiel d’interaction borné w, ’erreur due a la localisation & basse énergie dans le hamiltonien
Hp est la suivante

Tr {wN(’yJ(\?) — Pig’zfy](\?)P?z)} =Tr {(wN — P§2wNPf§2)'yJ(\?)]

=Tr |:ﬁ1_1/2(w]\/‘ — P?QwNPEQQ)ﬁl_1/2ﬁ11/2’7](3)ﬁ11/2:|
ol on a noté ﬁ1:H1®11+]l®H1.
Lemme 3.1. On a ||ﬁ1_1/2 (wN — beszbez)ﬁl_l/QH < CON38L-1/2,

Démonstration. En effet, utilisons la caractérisation pour les opérateurs autoadjoints || A[| = | supj, =1 (u, Au) |
et décomposons u € H®2 en u = u_ + uy avec uy € ker(P®?) et u_ € ker(P®? — Idge2). Alors on a

~ —1/2 ~ —1/2
(u_ +uy, Hy / (wy — P*wy P®?)H, / (u— +uy))
S —1/2 = —1/2 S —1/2 = —1/2
—(ue g, By o E T P s u)) — s Hy oA )
S —1/2 = —1/2 S —1/2 = —1/2
= (uy, Hy / wy Hy / ug) + 2 {u_, Hy / wy Hy / UL,

mais |[H1 Pyl < JullLV2 dou | (u, By~

sant que w est borné et donc que wy < CN3#

(wy — P2wyPE2)H, ?u) | < CN3 L2 |2, en utili-

O

Par ailleurs Tr |ﬁ11/27§3)ﬁ11/2| =Tr ﬁyy](\?) < C uniformément en N puisque I’énergie est bornée. Ainsi
on a

Tr [wN%(\?)} > Tr {wNwa'y](\?)sz’z} — CN#L=1/2, (40)
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3.1.2 Condensation pour les états localisés

Aprés avoir réduit notre probléme de minoration & un sous-espace de dimension fini ker(P®?) C $2, on
utilise le lemme suivant pour relier ’énergie de Hy a I’énergie de Hartree.

Lemme 3.2 (Théoréme de De Finetti quantique quantitatif pour état localisé). Soit vy un état a N corps
et L > 0, alors il existe une mesure positive sur SP_$) notée un telle que

8N

T SNL
' N

P@zfyj(\?)Pim —/ [u®?) (u®?| dpuy (u)| <
SP_§

De plus 1 > un(SP-$) > NA’>2__1>‘ ot A ="Tr P,’yj(\}) et Np, = dim(P_$).

Ce théoréme est une concaténation du Théoréme de Definetti quantitatif de [7] et d’une discussion de
[26, Lemme 3.4]. Pour compléter lestimation de Perreur on a aussi le lemme suivant.

Lemme 3.3 (Dimension de 'espace des états de basse énergie). Soit V et A comme précédemment. Alors
pour L assez grand on o

Ny < CLYs+d/2, (41)

Démonstration. 11 suffit de considérer 'opérateur auto-adjoint G, := ((—iA+ A)2+V —L)L~'. On a alors
1 —p?*+V(z)—L

Ny < Trpe Go| £ —— ——— |dzd 42

L < Trrega) [expGr] < ) //Rdedexp< 7 xdp (42)

d’apres [§] Théoréme 2.1. On conclut en remarquant que par hypothése V(z) > Cl|z|® — C. O

Condensation pour I’énergie a 1 particule

L’erreur commise en remplagant 1’état localisé (premier terme dans (39))) par la superposition d’états
décorrélés donné par le Lemme [3.2] est

5 Np L1+d/s+d/2
Tr H, | PNy PEN — / [u®NY (N duy (u) || < CL— < O, (43)
SP_5 N N
en utilisant les Lemmes B3.2] et 3.3
Condensation pour ’énergie d’interaction (2 particules)
On s’applique maintenant & estimer ’erreur commise sur le terme d’interaction. On a
NIBL
’IYwNPi@zVJ(\?)P@Q - / [u®?) (u®?| dun (v)| < C , (44)
SP_% N

grace aux Lemmes [3.2] et [3.3]

Conclusion

En rassemblant les inégalités de localisation , ainsi que les inégalités de structures ,
(obtenues par le théoréme de De Finetti) on obtient

1
3 Trge |:H2'Y](\?):|

1 L [1+d/s+d/2  NdBT
Z*/ TI‘y)Q [HQ ‘u®2> <U®2”dﬂN + = Trﬁz |:P+71(\?):| _ CNdﬁL71/2 _C _C
2 SP_$ 2 N N
L [\ +d/s+d/2 NAB],
Zerpn(SP-$) + 5 Trge {Pyy](\?)] + / (En(w) — emdun(u) — ONPL - B oML
SP_$

(45)
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On cherche maintenant des conditions sur L et 8 pour prouver . Remarquons d’abord que dans ,
le troisiéme terme est positif par définition de eg, on le minore par 0. Ensuite, pour que les derniers termes
disparaissent a la limite, il faut et il suffit que

N2 « [, « N™(—d8 ararigars)

ce qui est possible si et seulement si § < min(1/(3d),1/(2d(1 4+ d/2 + d/s))). Examinons alors le premier
terme, si ey < 0 alors d’aprés le Lemme on a puy(SP-_$) <1, ce qui conclut. Sinon, ey > 0 et il faut
montrer que py(SP-$) — 1, c’est la que le second terme dans devient utile, il permet de controler la
fraction des particules localisées dans les hautes énergies. Il indique qu’une concentration des particules dans
les basses énergies de H; est favorable & une minimisation de I’énergie totale, en effet

NX -\ ,y L

N_l €H+7(1_/\)26Za

L
cHun(5P-9) + 5 Toos |PrfP] > '

la derniére inégalité est obtenue par optimisation par rapport a A, étant donné que L > CNBA > el¥. De
plus, pour que I'énergie totale reste bornée, il faut que |1 — A\| < CL™!, d’ou
pun(SP-$) =1+ 0(L™1). (46)
Conclusion, quand 0 < 8 < min(1/(3d),1/(2d(1 + d/2 + d/s))) on a
E(N)
N

lim inf > lim sup e],\},

et méme, plus précisément

NdB [A+d/s+d/2 NEBT,
N
> el —Cop — C~—5— ~C—5— (47)

E(N)
N

eg >
quand L > CN% ott C > 0 est une constante assez grande mais fixée.

3.2 De Hartree & NLSD

Cette section est consacrée a montrer que I’énergie de Hartree avec le potentiel d’interaction wy(x) =
NPBw(NBz) ott w = wo + 12> R, K converge vers I'énergie de la fonctionnelle de Schrodinger Non-Linéaire.
On rappelle ces deux fonctionnelles. Pour u € V, I’énergie de Hartree s’écrit

1
entw) = [ 1V il + [ VieP+ 5 [ ons Pl + [ (Bt s PP @)
R3 R3 2 R3 R3 ‘IlfNﬁ

La fonctionnelle de Schrédinger Non-Linéaire est obtenue en remplagant les deux derniers termes par "leur
limite pour N grand".

. 1
ehtu) = [ 17 +idyl + [ V|u|2+2( / wo> [ttt [
R3 R3 R3 R3 R3

Ainsi, va on montrer que dans un certain sens wo y — (fRS w0>5 et que KN]l|r| — K avec estima-

> 2
tion de la vitesse de convergence.
Lemme 3.4. Pouru €V, on a
[ l@)Pds < at) + (19)
et : )
) - el < o8 (14 [ [Tlulia)a) (50)
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Démonstration. Puisque w est classiquement stable, I’énergie d’interaction (somme des deux derniers termes
dans (48)) est positive, d’autre part 'hypothése V > —C et I'inégalité diamagnétique |V]u|| < [(V + iA)u|
permettent de trouver (49).

Estimons séparément les troisiéme et quatriéme termes de . Puisque |z|wo(z) € L' d’aprés ’hypothése
, la convergence de I’énergie d’interaction courte portée peut étre montrée de la méme maniére que dans
[26] Lemme 4.1, c’est-a-dire

[ oot ([ ) [l

:// |u(m)|2w0(2)(|u(x + zN_'ﬁ)|2 — |u(w)\2)dxdz
R3xR3

1

:// |u(m)|2w0(z)</ V0ul*(z +tzN"F) . zN_’Bdt)dxdz
RS xR3 0

< ([ lellan(a) I« TPl

SCNP|ullo @ I VIl L2@sy < CN 7P lullf @s)-

Ce qui donne la convergence avec une estimation de la vitesse pour 'interaction courte portée. Ce raison-
nement ne permet cependant pas d’estimer la convergence de I’énergie d’interaction dipole-dipole puisque
celle-ci est singuliére, en effet |K(x)| ~ 1/|z|?, on a d’autant plus |z|K (z) ¢ L*(R?). Mais comme on a pu le
voir précédemment la convolution par K s’étend en un opérateur borné sur LP(R?) pour tout 1 < p < oo (cf.
[40] Théoréme 3), elle coincide avec la multiplication en Fourier par une fonction K € L™ Et par définition
Kx f=lm K] * f pour f € L? quand ¢ — 0 et n = 00 avec

Kn(x) = ]16<|I|<T]K(x)'

€

On peut voir dans [40] que

Kip) = /SZ (/" [e2imr PPy _ cos(2mr(p|) ]| Q(y')

€

dr

r

Jaotw) 6
oup = |plp/, Q') =1—3cos(y’ - 1) et que lintégrale converge presque partout vers K quand € — 0 et

P L -8
1 — oo. Notre intérét, en vue de prouver 1} se porte sur la majoration de lerreur f(Ké%ON * |u|?)|ul?.

On a

RoN~F
~ -8B . st dr
R <o [T e — costamipl)| T doty)
0

cos(2mr|plp’ - y') — cos(2mr|p|)

sin(2imr|plp’ -y’
(2imr|plp’ - y') n

RoNﬁﬁ
SC’// ‘drda(y’)
s2 Jo T T
<C|p|N~F.
Alors,
[t g Pl = [ (0 )l
R3 ‘zlfzvﬂ R3
S RoN“FT BT 3 - 52
< [ RENURPRE <one [l
R3 R3
or p|[uf?| = [V1u?| = 21[alVull, dou

< CN’ﬁ/ V]ul(@)[Ju(z)Pde < CN™7|lull 3 gs)
R3
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Conclusion : convergence de 1’énergie de N particule vers NLSD
En combinant le Théoréme Bl et le Lemme [3.4] on obtient

_ E(N) Ndﬂ Ll d/s d/2 NdBL
B N\ _ _ _ _ —B
enis +CN7 > N >eps — C 72 C N C N CN™". (52)

3.3 Convergence des états

Dans cette partie, on montre la convergence des matrices densités 'y](\];) issues de I’état fondamental de

Hp vers une superposition d’états décorrélés minimiseurs de la fonctionnelle de Schrodinger Non-Linéaire
dipolaire (modulo une sous-suite), plus précisément on démontre le Théoréme

Compacité forte des matrices densité
Rappelons que Tr 7](\1;) =TrTryr158 7~ = Tryy = 1 et comme vy > 0 les suites (,y](\l[c)) sont bornés dans
I’espace des opérateurs a trace, on peut donc supposer, quitte & extraire une sous-suite que

W = (53)

quand N — oo. On rappelle que I'on a supposé w classiquement stable . On a

Uy, Hy U
eflls +o(1) > <N’7NNN> > Tr Hlvg\}) - C. (54)
Ainsi Ter](\}) est borné et comme H; = —(V +iA)? + V posséde une résolvante compacte, on a d’aprés
(3)
Tryl) = T H YV H W H? - TrH TV H 20 H? = Tr(y ). (55)

Avec et (55), et d’apres [25] Corollaire 2.4 (ou bien [12], [35]) on sait que la convergence est forte dans
I’espace des opérateurs a trace, pour tout k > 1

k
T = e (56)
Convergence vers une superposition d’états décorrélés
Rappelons que Tr P_'y](\}) =1+ O(L71) cf. d’oil
Tr[(1- P22 <2TrPiqy) <CL™t. (57)

On a aussi, voir Lemme [3.2] et Lemme [3.3] que

CLd/s+d/2
< — (58)

T
8 N

PP~ [ ) () dux (0
SP_$

I'inégalité triangulaire, en combinant et donne alors

C  CL4/s+d/2?
< —4 —FF—. (59)

T - [ ) e du () <
‘ N SP_5 L N

Ensuite, notons Pk le projecteur spectral de H; sous le niveau d’énergie K, d’aprés le Lemme [3:2] on a
I’hypotheése de tension
lim lim pun(SPk$H) =1, (60)

K—o00o N—oo
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ce qui permet d’utiliser le théoréme de Prokhorov (|39] Lemme 1) et de conclure qu’a extraction d’une
sous-suite prés, uy converge vers une mesure u sur la boule unité B de §, d’ou

) = u®?) (u®? u).
N /Bﬁ| ) (u®2) dps(u) (61)

Comme pu(B$) > 1 = p(SH)) car limTr 'y](\?) = 1 par convergence forte des matrices densité, la mesure p
n’est supportée que dans la sphére S$).

La mesure limite ne charge que les minimiseurs de NLSD

D’apres et le Lemme on a

Ndﬁ L1+d/s+d/2 Nd,BL
TIHQ’Y(Q) > / 5gls(u)d/lN(u) + / (gH(u) - 5gls(u))dMN(u) - CLl/Q -

SP_$ SP_§ N N
NdaB L1+d/s+d/2 NAB],
d -8
> /:;'pggnlS(U)duN(U) -CN _CL1/2 -C N -C N
en passant a la limite, on obtient
iz [ el wdutn) = el (62
S9H

Ce qui prouve que p n’est supportée que sur ./\/lfllls, I’ensemble des minimiseurs de Sf,fls.
On peut montrer la convergence des matrices densités d’ordre plus élevé, pour cela il suffit de suivre la

méme méthode que dans [26].

4 Appendice

4.1 Opérateurs en dimension infinie, opérateurs compacts

En dimension infinie, les applications linéaires, appelées opérateurs, n’ont plus grand chose en commun
avec leurs homologues en dimension finie. En particulier, elles ne sont plus nécessairement continues et ne
bénéficient pas toutes d’une forme matricielle, méme en autorisant un nombre infini de lignes et de colonnes.
Retrouver ces propriétés nécessite des hypothéses supplémentaires. Dans la suite, on se place dans un espace
de Hilbert H. Cette section est largement inspiré de [24]

Définition 4.1 (Opérateurs). Un opérateur sur H est une application linéaire A définie sur un sous-espace
dense D(A) de H.

HHAQ\CIH
xr
x € H. Si cette quantité est finie elle est notée ||Al|. C’est une norme sur l’espace des opérateurs bornés de

H.

Définition 4.2 (Opérateurs bornés). Un opérateur A sur H est dit borné si SUP 420 < 00 pour tout

Définition 4.3 (Opérateurs compacts). Un opérateur A sur H est dit compact s’il est limite pour la norme
d’opérateur d’opérateurs de dimension finie (dont l’image est de dimension finie); ou équivalemment, si
ltimage de la sphére unité par A est compacte.

Remarque 4.1. Un opérateur compact est donc nécessairement borné.

Définition 4.4 (Adjoint d’un opérateur). L’adjoint d’un opérateur A est l’opérateur A* de domaine D(A*) =
{y € H|z — (Az,y) est continue } est tel que (Ax,y) = (x, A*y) pour tout = € D(A) ety € D(A*). Un
opérateur A est dit autodjoint si (A, D(A)) = (A*, D(A*)).
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Définition 4.5 (Espace résolvant et spectre). L’espace résolvant p(A) C C d’un opérateur A est l’ensemble
p(A) :={z€C,(A—2): D(A) — H est bijectif et de réciproque bornée }. Le spectre de A est défini comme
le complémentaire de Uespace résolvant o(A) := C\p(A).

Le spectre de A contient les valeurs propres de A mais pas seulement. Par exemple dans l'espace de
Hilbert ¢2(C), l'opérateur A : (u,) ~ (747un) n'a pas 1 comme valeur propre, A — 1 est bijectif mais
1 € 0(A) car la suite Vi, = ((0g,n)n)r vérifie [|[Vi|l2 = 1 et (A —1)Vx — 0 quand k — oo et donc ||(4 —
DA = DVi|l/II(A = 1)Vi| — oo quand k — oo ((A — 1)~! n’est pas borng).

Définition 4.6 (Spectre discret et spectre essentiel). On distingue le spectre discret ogisc(A) d’un opérateur
A étant constitué des valeurs propres isolées de A et son complémentaire le spectre essentiel Tess(A) =

U(A)\Udisc (A) .

Théoréme 4.1 (Théoréme spectral, Th 3 Section XI1.2.2 de [14]). Soit A un opérateur autoadjoint de
domaine D(A) sur H un espace de Hilbert séparable. Alors o(A) C R et il existe d > 1, un borélien M C R,
une mesure de Borel p sur M localement finie, une fonction a : M — R et un opérateur unitaire U : H —
L2(R?, du) tel que UAU* soit l’opérateur de multiplication par la fonction a sur L?(M,du) de domaine

D(UAU*) =UD(A) = {f € L*(M,du)|af € L*(M,du)}.
De plus, on peut prendre d =2 et M = g(A) x NCR? eta: (s,n) + s.

Le résultat précédent permet de définir la valuation des fonctions boréliennes bornées en les opérateurs
autoadjoints par la formule f(A) = U*f(a)U. On a le théoréme suivant, sa démonstration repose principa-
lement sur le Théoréme [£.11

Théoréme 4.2. Soit A un opérateur autoadjoint de domaine D(A), il existe une unique application linéaire
B(R,C) > f f(A) € B(H),

qui & toute fonction borélienne bornée associe un opérateur borné de H et qui vérifie

= F(A)g(A) = (f9)(4) pour tous f,g € B(R,C)

- f(A) = f(A*) pour tous f € B(R,C)

~ F(A)] < [fll pour tous f € B, C)

- SizeC\R etr.(s)=(z—5)71, alors r,(A) = (z — A)~1
- St f € B(R,C) et supp(f) C R\o(A) alors f(A) =0

- Si fo NS, alors fr,(A)x — f(A)x pour tous x € H.

Théoréme 4.3 (Caractérisation de o, gess €t 0aisc par les suites de Weyl). Soit A un opérateur autoadjoint
de domaine D(A). Alors
— A € 0 si et seulement si il existe une suite (x,) C D(A) telle que ||zy,|| =1 et (A— M)z, — 0 fortement
dans H. Une telle suite est appelée suite de Weyl.
— X\ € 0Oess S0 et seulement si il existe une suite (x,) C D(A) telle que ||z,]| = 1 et (A — XNz, — 0
fortement dans H et x,, — 0 faiblement dans H. Une telle suite est appelée suite de Weyl singuliére.
— \ € gqgisc St et seulement si toute suite (de Weyl) (x,) C D(A) telle que ||z,|| =1 et (A — Nz, — 0
fortement dans H est précompacte (c’est-a-dire ayant une sous-suite convergente).

Démonstration. En utilisant le Théoréme Spectral[£:1] on se raméne au cas ou A est 'opérateur de multiplica-
tion par a sur (L%(R%), du) pour d > 0. Alors, il est aisé de voir que o(A) = {\ € R|Ve > 0, u{|a—\| < €} > 0}.
Si A € o(A), on peut trouver ||z,| = 1 tel que (A — X)x,, — 0 fortement. Réciproquement, une suite de
Weyl associée & A € R empéche la continuité d’un inverse de (4 — \), ce qui montre le premier point. Pour
le second point, on distingue deux cas. Si A est valeur propre de multiplicité infinie, on prend comme suite
de Weyl singuliére une famille orthogonale de 'espace propre associé a A. Sinon, u{a = A} = 0 et on utilise
la suite de fonction f, = u(B,)~/?1p, ot B, = {|la—\| < 1/n} N B(0, R,) out R,, est assez grand pour que
B, # 0 et tend vers l'infini de telle sorte que f,, — 14—y dans L2(R?, 11), c’est une suite de Weyl singuliére
puisque dans cet espace, 1{,—x; = 0. La troisieme point utilise la caractérisation des espaces vectoriels de
dimension finie par la compacité de leur sphére unité. O
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Théoréme 4.4 (Théoréme Min-Max, Th XIIL.1 de [34]). Soit A un opérateur autoadjoint semi-borné infé-
rieurement (Ic € R,Vo € H (x, Az) > c||z||?) de domaine D(A) alors on définit

g:= inf sup (z, Ax).
a VCD(A) we\g < )
dim V=Fk ||z]j=1

Alors py, est soit la k®™¢ valeur propre de A, so0it juy = inf oo (A).

Théoréme 4.5 (Théoréme de Hilbert-Schmidt, décomposition des opérateurs autoadjoints compacts). Soit
A un opérateur autoadjoint borné sur H un espace de Hilbert de dimension infinie. Alors A est compact si
et seulement si 0ess = {0}. En particulier, il existe une famille orthogonale de vecteurs propres {x}72 | de
H et des réels {\,}°° vérifiant lim, oo A, = 0 tels que

A=Y Nolan) (24l (63)

Une maniere de montrer ce résultat sans le Théoreme spectral celle de [34], est d’utiliser que si M
est un sous-espace stable par A, M~ l'est par A* = A. Puis de prendre M = vect{z,} ot (x,) est une base
orthogonale des espaces propres de A. Utiliser que si 0(A) = {0} et que A est autoadjoint alors A = 0. Enfin
que ess(A) = 0 car A est compact et donc o(Ajy2) = {0}, ce qui entraine M+ = {0} car M+ ne contient
aucun vecteur propre de A.

via le Théoréme spectral. Soit A un opérateur compact, on montre premiérement que oess(A) = {0}. Soit
(2,) une suite de Weyl (cf. Théoréme associée & A € 0egs, comme A est compact, (Ax,,) est précompact,
et donc Az, aussi, mais x, — 0 et ||z,|| = 1, ce qui n’est possible que si A = 0. Donc gess C {0}, et Tess #
sinon o = ogjsc €St borné et consiste en un nombre fini de valeurs propres de multiplicité finie qui ne peut
s’accumuler qu’en un A\ € gegs (car ogisc est composé des valeurs propres isolées et o est fermé dans C), donc
Odisc est fini et par le théoréme spectral H ~ L? (Uf()\z7 n;),du) qui est de dimension finie, ce qui contredit
les hypothéses du théoréme. Réciproquement, tout opérateur autoadjoint A qui satisfait oess(A) = {0}, est
unitairement équivalent par le Théoréme spectral a . Avec (\,) n’ayant comme point d’accumulation
que 0, la convergence de cette somme montre que A est limite (dans B(#H)) d’opérateurs de dimension finie
et par conséquent est compact. O

Du Théoréme spectral pour les opérateurs autoadjoints compacts [L.5] on en déduit une décomposition
canonique des opérateurs compacts mais non nécessairement autoadjoints, c’est la décomposition en valeurs
singuliéres. C’est la généralisation & la dimension infinie, mais restreinte a la classe des opérateurs compacts,
de la décomposition du méme nom en dimension finie.

Théoréme 4.6 (Forme canonique des opérateurs compacts, décomposition en valeurs singuliéres). Soit A un
opérateur compact, il existe deux familles orthonormées (x,), (yn) et une suite de réels positifs décroissante
de limite nulle p1 > po > ... > pp > ... >0 telle que

A= Z.uk [yn) (n - (64)
k=1

Démonstration. Soit A un opérateur compact, 'opérateur A*A est aussi compact et autoadjoint, il admet
donc, d’aprés le Théoréme une décomposition du type , on note (z,) la famille orthonormée de vec-
teurs et (\,,) la suite de réels positifs (car A* A est un opérateur positif) décroissante (quitte a la réordonner)
de limite nulle de cette décomposition. Alors, on pose y, = Az, /A, quand A, # 0 et on vérifie que cette
famille est orthonormée : (yn,yp) = (xn, A*Ax,) /(AnAp) = 0 et on a (64). O

Remarque 4.2. Les opérateurs compacts étant bornés (i.e. continus), on les consideére toujours définis
sur H tout entier quitte & les prolonger par continuité. Il suffit donc de vérifier qu’ils sont symétriques
((z, Ay) = (Ax,y) pour tout x,y € H) pour affirmer qu’ils sont autoadjoints.
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Théoréme 4.7 (Théoréme Min-Max pour les opérateurs compacts). Soit A un opérateur compact autoad-
joint, les valeurs singuliéres de A ordonnées par ordre décroissant 1 > po > ... > fbn > ... > 0 vérifient

= inf Azx||.
ppi= | inf o osup | Az||
dim V=k—-1 llzll=1

Démonstration. On utilise le Théoréeme Min-Max [£.4] et le fait que les valeurs singuliéres de A sont les valeurs
propres de 'opérateur v A*A. O

Remarque 4.3. Les notations des théoremes[].4 et [[.7 pour les valeurs singuliéres sont inversées.
Théoréme 4.8 (Opérateurs autadjoints a résolvante compacte). Soit A un opérateur autoadjoint de domaine
D(A). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe z € p(A) tel que (A — 2)~! est compact
Pour tous z € p(A) (A — 2)~1 est compact

Le spectre essentiel de A est vide : Oegs = 0

o o

1l existe un famille orthonormale compléte de vecteurs propres (x,,) et des valeurs propres (\,) isolées
de multiplicité finie associés a A vérifiant lim, o |An| = 00. On note

o0
A= An |z (@l

n>1
Démonstration. 1 == 4 : En utilisant le Théoréme on diagonalise (A — 2)~! = 3"°0 A, |2n) (zn] -,
alorsona A =370 (24 1/\,) |zn) (x| et comme (),) n’a que 0 comme point d’accumulation, on a bien
14+ 1/A, — oo quand n — co.
4 = 3 et 2:laforme de A avec (\,) n’ayant pas de point d’accumulation et (z,) étant une famille
compléte on peut de conclure que g5 = 0, car si z ¢ ogisc alors (A — z) est inversible d’inverse continue et
méme compact.
3 = 4 : aisé utilisant le Théoréme spectral
2 — 1 : Evident. O

Définition 4.7 (Perturbation relativement compacte). Soit A un opérateur autoadjoint de domaine D(A)
et B un opérateur symétrique tel que D(B) C D(A). On dit que B est A-compact si B(A+1i)~! est compact.

Théoréme 4.9 (Weyl, Théoréme 11.2.6 de [II]). Soit A un opérateur autoadjoint de domaine D(A) et B
un opérateur symétrique tel que D(B) C D(A) et qui est A-compact. Alors A+ B est autoadojoint sur D(A)
et

Oess(A + B) - Uess(A)-

4.2 Quelques propriétés sur le laplacien et son spectre

4.2.1 Opérateur de Schrédinger a potentiel confinant sur R?

L’opérateur de Schriédinger est 'opérateur —A+ V| V représente le potentiel auquel est soumis le systéme
quantique.

Définition 4.8. Un potentiel est dit confinant s’il existe f: Ry — R telle que lim, o f(z) = +00 et telle
que V(z) = f(|x]).

Le terme confinant signifie que les particules soumises a ce potentiel devront rester localisées pour pouvoir
minimiser 1’énergie. Formellement, cette hypothése entraine la compacité relative des suites minimisantes (en
fait , cela concerne toutes les suites dont I’énergie est bornée). On a le théoréme suivant.
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Théoréme 4.10. [I0, Théoréeme 8.2.1] Si C <V € LL (R?) alors la forme quadratique

Q= [ IV + VISP (65)

définie sur
V= {u € H'(R?), /|Vu|2 + Viul* < oo}
est la forme d’un opérateur H auto-adjoint et borné inférieurement. L’espace C'™ est un core pour Q.

Lemme 4.1. Si V € L{ _ est borné inférieurement et confinant alors lopérateur H = —A + V est un
opérateur & résolvante compacte.

Voir par exemple [42] Lemme 10.

L’opérateur & une particule que nous utilisons dans ce mémoire est néanmoins légérement différent, il
contient un terme supplémentaire A qui représente un champ magnétique ou bien une force de Coriolis. C’est
ce terme qui sera a 'origine de ’apparition de vortex. De la méme maniére on définit

Va = {u c H'(R?), /|(V—|—iA)u\2 + Vul]? < oo}7

comme domaine de la forme Qv (u,v) = (u, (—(V + A)2 + V).

Théoréme 4.11. [21, Lemme 1,Théoréme 1] Supposons A € LE et V € Ll alors Qav est une forme

loc loc
symétrique fermée et il existe un unique opérateur auto-adjoint H tel que Qa,v(u,v) = (u, Hv) pour tout

u,v € D(H) := {w € Va|Qa,v(w,.) € L*}. Par ailleurs, C2° est un core pour H.

Enfin, ’hypothése V' confinant suffit & rendre H = —(V + A)2 + V' a résolvante compacte.

Théoréme 4.12. [20] Sous les hypothéses du Théoréme et de I’hypotheése supplémentaire V' confinant,
alors (H +i)™1 est un opérateur compact.
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