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Geodesiques )

Minimisation du temps, de I’énergie et de la distance, un principe recurrent
de la physique:

N

« Tout corps persévere dans |'état de repos ou de mouvement uniforme en ligne droite dans lequel il se trouve »
(Seconde loi de Newton)

«La lumiere se propage d’un point a un autre sur des trajectoires telles que la durée du parcours soir extrémale. »
(Principe de Fermat)

«lorsqu’il arrive quelque changement dans la Nature, la quantité d’Action employée pour ce changement est
toujours la plus petite qu’il soit possible »
(Principe de moindre Action, Maupertuis)




Trajet de la lumiere

Ae.
? v =2 ¢/
.....0’4 ;..
S\
BOV — ﬁ/&‘\z

| oi de Snell-Descartes:
n1sin(i1)= n2sin(iz)




Etude variationnelle

== Minimiser Jj(z)= [ f(t,z(t),2'(t))dt
0

1
ex: longueur L(y)= [ ||v/(¢)|dt
0

-3 Condition d’Euler-Lagrange

8_f_ d Of
Or  dt Ox'




Caracteérisation des geodesiques

La condition d’EL appliquee a la longueur:

r 1 r N n_1/ .7 n_1

(2" + 9" + 2" (z2” + ypy” + 2,2") = (@"2" + 4"y + 2" ) (@2’ +yy’ +2,2) =0

Colinearite de la normale principale a la normale a la surface:

L dr d*7
det(N =
et( ’du’du2) 0




Un exemple: le cylindre

7:[0;27[xR 3 (0,\) — @ + Mk —

L — —

(7" (£)|967) = (7" (t)[OAT) = O

 les courbes cherchées sont les helices

d(71(0)971(1)) — 17 tandis que L(72) =21 + 1

Une seule geodésique minimale.

L —




Developpement du cylindre

(P Geodeésiques reliant 2 points ?
5
Geéodeésique minimale ?
el d(7(8o, Ao), 7(61, 1))
2,

= (6o — 61 + 2pom)? + (Ao — A1)?

localement minimale |

(v : [0;1] 3 ¢t — @(Bo+t(0:—0+2(p+po) 7))+ Ao+t (A1 —A0))k, p € Z}




Surface de revolution

AP

- Equations des géOdéSiqu.e_SJ

/

9// _|_ 2)\/9/-]E7 — O

NERCILAa LT A,
f/2 1 g/2 f’2 -+ g’2

wmstdl> | Existence et unicité de la solution au probléme de Cauchy




Invariant de Clairaut

Une geodesique verifie:

Reciproquement: si Y ne
coincide pas avec un
meridien, c’est une
geodesique.




Implementation

Principe:

----------------------

3 6= angle@@, A + hE) | 6% i
A=g[(A+ ht).u,] &= /Il :
g:= arcos(c/f(\)) T




Implementation

geodd = proc(ul, vO, thetaO, [ g h.n) localu, v, e, V. a, b, A, i, thetal, theta2, t, redr :
J ' i= NULL :
Vo= [u0,v0], V:
u = ull:
Vo= vl
thetal = thetal) :
theta2 = thetal) :
¢ = f(v)cos(thetal) :
t:={0.,0,0):
A:=1{0.,0,0):
redr = false :
for i from | to n do
A= {f(v)-cos(u), f(v)-sin(u), g(v)):
), 0) + —Selihetal) o). (cos(u), sin(u), 0) + g'(v)-(0, 0, 1)) :
sqrt( £ (v)* + g'(v)°)

t == cos(theta2)-{-sin(u), cos(u

u = angleu(A + h-t) :
v = Rel(evalf ( fsolve(g(x) = (DotProduct( (A + h-1), (0,0, 1.)))))):

theta? = eva(/'( (cos_l)( - J) :

1(v)
if thetal < 0 then theta? = —theta?2 : fi
if redr then theta? = —theta?2 : fi:
if Im(theta2) # 0 then theta? = —thetal : thetal = —thetal : redr :=not redr :

else thetal = theta?2 : fi:
Vo= [u,v], V:

od:

[V]:

end:



Resultats

Ellipsoide Cylindre

N
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Resultats

Cone de révolution Hyperboloide a

une nappe




Hyperboloide a
une nappe

\

Al == PLOT3D SYMBOL( DIAMOND) J

POINTS | coord | cosh, sinh, geod4| 0., 4., cvalt't - ITJ . cosh, sinh, 0.5, 2()()J

/ / / / / 4 . P] \ \ J
B = plot3d (| cosh(v)-cos(u), cosh(v)-sin(u), sinh(v)],u=0.2Pi,v=-8 .8, color = blue ) :

display({Al, B}, view=[-30.30,-30.30,-10..30]);




Trompette de Gabriel

2= t—t:
G2 = 1— .
t
/ / / 0. D
A = PLOT3D| POINTS | coord | F2, G2, geod4| 0, |, evalf | - ) i LF2.G2,0.1, 300 . SYMBOL( DIAMOND) | :
= 20

B = plmjdl [1‘-005(:1 ). vesin(u), II—‘ u=0.2Pi, color=grey,v=-15_15, grid =100, 100] ):

display({A4, B}, view=[-2.2,-2.2,-5_.5]):

PLOT3D(...)



Vol en avion

Pourquoi le vol Paris-Los Angeles survole-t-il le

Groenland !

México

Venezuela
Colombla | ©

Les avions empruntent les

cercles.

géodeésiques de la sphere:

Suomi
Finland
lceland ?verlge
Sweden
Norge
Norway
Canada Polska
Poland
chland -
Germany Y%palua
Fraige. 04 B rH 2"
. Espana jana
lsj{nted spor R Tkl
Nonh -'u:';‘.t
Atlantic
9104.8km Ocean

Algeria Libya JnA

Egyel
Mauritania Mall | Niger
‘ Chad Sudan
Nigeria Eth

les grands




