Mathematisches Institut LMU 13.06.2005
Prof. Dr. H. Steinlein

Ubungsblatt 9 zu MPITIA

Aufgabe 33: (4 Punkte)
a) Esseien f,g:R? — R und u : R? — R3 alle aus C?(R3). Zeigen Sie:

1) div(rotu) = 0.
2) V(divu) — rot(rot u) = Au.
3) rot(fu) =Vf xu+ f(rotu).

b) Zeigen Sie: Sind f,g: M C R™ — R aus C?(M) , so gilt
A(fg) = (Af)g+2Vf-Vg+ fAg.

c) Zeigen Sie: Ist F : I — R, I C]0,00[, eine C2-Funktion und f(z) := F(r), wobei r := ||,
x € R”, so gilt

n—1

Af(x)=F"(r) + F'(r).

,
d) Zeigen Sie: Ist f : R? — R aus C?(R?) und F(r,¢) := f(r cos o, 7 sin p), so gilt

. 0’F 10°F 10F
(Af)(rcosp,rsing) = (W + 77287@2 + B )(7«7 ©).
Lésungsvorschlag: a) 1)

div(rot u) = Bax((mt u)g) + gy((rot u)y) + i((rot u))

0 Ouz  Ouy 0 ,0u; Ous 09 Ouy  Oupy
=alay 2.0 58 a) Tarlaw o) =0
. aQU3 6%3 822@ 82u2 82u1 82u1

[ Weil 0xdy  Oydx’ 0xdz 020z’ Oydz 020y

weil u € C?(R?), und alle partielle Ableitungen 2. Ordnung damit stetig sind. ]
2)
aU1 81@ 8U3
oz + Dy + E) — rot ((rot u),, (rot u)y, (rot u).)
_ (82U1 I 82u2 I 82u37 82U1 I 82UQ n 82u37 82u1 i aQUQ I 82U3>
0x2  0x0y 0x0z Oydx  Oy?  Oydz’ 0z0x 020y 022
_(ﬁ(%_%)_ﬂ(%_%) Q(%_%)_ﬁ(%_%)
oy ox Oy 0z " 0z Ox’ 0z Oy 0z Ox 0x Oy’
2(% _ %) _ 2(8“3 3“2))
Oz 0z ox Jy * Jy 0z
(62u1 4 32’&1 4 82@“’ 8QUQ 82u2 i 82u2’ 822@ 62’&3 n 8%3)
Ox? 0y? 07227 0x? oy? 0227 0x? 0y? 072
= (Aul,AUQ,Au;g) = Au.

V(divu) — rot(rot u) = V(




[ Weil

82u1 82u1 . (92’&2 821L2 . 82u3 82u3 .

020x  0x0z’ Oydxr  Oxdy 0xdz 020z’
82’LL3 . 32’11,3_ GQU3 . 62U2 . 82u1 . 82u1
Oydz 020y’ OyOdz 020y Oydxr  Oxdy

wie oben. ]
3)

u = (u1,uz,u3); fu=(fur, fus, fus);

) ) ) ) ) )
rot(fu) = (g (Fus) = - (fun). g (fun) = g (fus), 5 (Fun) = 5 ()
of . of .0 of .0

= <[u38£ + fai;] - [uga—ﬁ + f%], [ul—f + S — [us g+ f 2
of 0uy of  L0u
et + 5] - [“lafy +f7y])
<aU3 8u2 8u1 8U3 8u2 aul)

dy 9z 0z Oxr’ O0xr Oy
o ((97) 00— (V)2 (V) — (9) s (91) 12— (V)
= frot(u) + Vf x u.
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=gAf+2Vf-Vg+ fAg.
¢) Man verwendet die Kettenregel (mehrmals):

glz)=lz|; f=Fog; f:R" >R
el )~ (o) el i e -2

N |2 I

g R
aT:j(Jf) = ma @(x) = 87](@)
af 0
5= (5

2 T €X; X5
O () = aij(F’(g(x)) Ly = 9 (pi(g(a)) G 4 F’<g<x>>aijw)

9.2
8acj |z

(Fo ) ) = Flole) (@) = F(r) 22

ol — 25

-

. €T 2 _ ;EZ T
’ 5+ ) = () 2D F
2

n 2 n Ti T €T 2 — x“
81w =3 L) = S {Plgo) 2 2 4 Py 1)
j=

jzf?

N g2 n
_ () Fr) g S (Jaf? —a2) = F'(r) -1 + F'(r)ul,g(nw ~ o)
j=1




d) Man verwendet wieder die Kettenregel.

F=fog; g(r,p) = (rcosp,rsing) = (g1(r, ), g1(r, ¢));

o) = (90 0) TR ) + (9l ) P2 (r,)
= gt eoso+ 5ot o)) sinee
O )= [ 2 gt o cosiot 2L g, o)ysing]
= (a2 2 )+ g2t (ol ) 22 )] o
e e so>>%il<r, o)+ 5ol 9,00 22 r,)] sing
- Shatren et o + St st o+ 25T gl peos
5 (1 9) = 500 0) %‘j@( O+ 90, 0)) F2 (1)
= gt en(rsing) + 2L (glr ) cos o)
e = o[ 2L (g o i) + 2L (0l ) o)

= % [%( (r, so))} (—rsing) + gi(g(r, gp));; [(—rsing]
o [53{2( (r, 90))} (7 cos p) + ggi(g(r, (p))éio [ cos )]
2 2
— [ 82 gxl (g(r, so))g?;(r, ©) + 82 (;;2 (g(r, 90))(?;;(7", @] (—rsin )
+[2L (90,0 (-rcos )

9 f 7 9 f
+] 5o, 9P G ) + 5
0
+ [5L . o)] (-rsing)

0% f
{3501

(900D 22 )] (7 cos o)

o] st o+ [t cost o
— (2rsinpcos ) [35125;‘2 (g(r, @))}

- [reos o) e t9(r ) + (rsin ) L9t 0)]



P’F 10°F 10F 0% f 0% f 9
(57 + 79,7 T o) 09 =[G @) oo + Salolrnp)sin® ¢

9% f ,
021075 (g(r, ) sin cos w}
O*f

+ = {[;J;( (r, @)}r sin? o+ [8 2( (T,SO))}TQCOSQQO

+2

2
— (2rsinpcos p) [ 3 Z ng (g(r, 90))}

~ [treos )5 L gt o) + (rsin) 2 (000}

Lo cos+ g (glr s
_ o S
= 9 2( (r, go))[cos © + sin go]
2f : 2 2
+ 5 2( (r,¢)) [sin® ¢ + cos” ]
0? 0?
- (axé + 500 ) = (AN)(rcosgrsing)

[ Verwendet wurde (zweimal), daB (weil f aus C? ist)

0 f

0% f
8%’281‘1 g

R (r,0). |

Q) =

Aufgabe 34: (4 Punkte) Es sei f: R?\ {0} — R gegeben durch
F(, ) = 2252 In(s? + ).
Es ist (1,1,n2) € Graph(f) i= {(z,y, /(,9)) | (2.y) € B2\ {0}}.

a) Stellen die Tangentialebene an Graph(f) in diesem Punkt als Graph einer Funktion ¢ :
R? — R dar.

b) Approximieren Sie Graph(f) in der Nédhe von (1,1,1n2) durch den Graph eines Polynoms
2. Grades in z und y. (Hinweis: Taylor).

Lésungsvorschlag: a) Man braucht das Taylorpolynom 1. Ordnung:

of of

Uoyy) = (1) + 5 (L D@ = 1) + 27 (1, 1)(y - 1);

2
OF (1,9) = 202 n(a? +42) + 2P s L1 1) = oma 4 1,

ox 352—1—3/27 ox
of 2 2 2 2.0 2y of
a—y(:n,y):2y:n In(z* +y*) + 2%y x2—|—y27 8y(1 ,1)=2In2+1;

Uayy) =2+ 22+ 1)z — 1) + (22 + 1)(y — 1)
=-3In2-2+(2mIn2+1)(z+vy).

[ ¢ ist eine Polynom 2. Grad in (z,y), also ist Graph(¢) eine Ebene; £(1,1) = f(1,1); gﬁ(l 1) =

8f(1 1); ‘35(1 1) = 3—5(1,1), und damit ist Graph(¢) die Tangentialebene am Graph(f) im

Punkte (1,1,In2). ]



b) Man braucht das Taylorpolynom 2. Ordnung:

(D) = S0+ L0106 -1+ L -
2 2
+3[5a D@12+ 5 (S ] w1y
91
+gaay L] @ =Dy - 1)
2 2
— top) + 5[50 @ =17+ 5[50 ] - 12
2
+ )] = (- 1)

_ 0 2 2 2 2,2
(0.9) = g [200° e 4 0%) 0%y 5

1022y 4atey? . 0% f

a:2+y2 B (x2+y2)2’ Ox2

—5(z,y) = 0 [2w2y1n(w2+y )t a2y Y ]
© Ay x

1022y 42yt 0% f
2 2., .2 : :
= 2z°In(x —|—y)—|—x2 e PRI 82(1 1) =2In2 + 4;

=292 In(2® 4 y?) + (1,1) =2In2+4;

0% f
y?

O f 9 2 2 2 2,0 2%
=2 oy |
gz ") = 3y [wy n@ )y s
4(xy3 + 23y) 4393
_ 2 2 .
=A@ ) T e T @

0% f
0yox
(To(f)(z,y) = =3In2 -2+ (2In2+ 1)(x +y) + %(211&2 +4)(z — 1)?

(1,1) =4In2 + 3;

1
+ 522+ 4)(y - D2+ (4In2+3)(x —1)(y — 1)
=(2+In2)(z® +¢*) 4+ (4In2+3)zy — (4In2+6)(z +y) + (3In2+5)
[ Verwendet wurde, daff (weil f aus C? ist)

Pf o O
0xdy »Y = Oyox

(z,9).

Man sieht dieses auch durch direktes Ausrechnen. ]

Aufgabe 35: (4 Punkte) Eine Funktion u : R? D U — R heiBt harmonisch, falls u aus C?(U)
ist und die Gleichung Au = 5% + 54 = 0 exfiillt ist.

Sei f =u+iv:C DU — C komplex differenzierbar, und u,v € C?(U,R) (hier interpre-
tieren wir u(x + iy) = u(z,y),v(x +iy) = v(x,y)). Zeigen Sie, dafl u und v harmonisch sind.
Lésungsvorschlag: Man hat, dafl

o £2) = £(20)

z—z0 2 — 20
—  lim [u(zo + s,y0 + t) + iv(zo + 5,50 + )] — [u(zo,y0) + iv(z0, y0)]
(s,)—(0,0) s+t




existiert fiir alle zg = xg + iyp € U (Analysis I). Insbesonders muss ((s,t) = (r,0))

[u(xo + 7,90) + iv(zo + 7, 90)] — [u(wo, y0) + iv(zo, yo)]

lim
r—0 r
~ im u(zo +7,90) — u(z0, Yo) +ilim v(xo + 7,%0) — v(T0, Yo)
r—0 r r—0 r
ou

.0
= = (@0,50) + i (20, 30)

gleich ((s,1) = (0.p))

lim [u(o, yo + p) + iv(xo, yo + p)] — [u(zo, yo) + v (w0, yo)]
p—0 ip
== 1 lim U(Q?O,yo + p) — U(ﬂl’o, Z/o) + lim ’U(l’o, Yo + p) - U($0,y0)
b0 r p—0 p

0 0
- _Zaiy‘@o,y()) + a—;’@:o,y@

sein. (Alle Grenzwerten existieren, weil u,v aus C? sind). Weil u, v reellwertige sind, folgt

ou 0
5 (40 00) = (0. 40),
ou v

a*y(»%, yo) = —%(9007 Z/o)-

Aus (1) (und daB u,v aus C? sind) folgt, dafl

O (o) = o2, o)

Dydx L0, Yo) = B 20, Yo
und aus (2)

O*u v

92y (%0, %0) = _ﬁ('xOv Y0)-

Aber weil u, v aus C? sind, gilt %(a}o,yo) — a%(xo,yo), und damit, daB

0%v 9%
Tyz(xo,yo) = —@(moﬁyo)

d.h.
0% 0%

(Av)(x0,y0) = @(xo,yo) + 87:[/2('%'073/0) =0.

Ahnlich folgt, daB (Au)(zo,yo) = 0.

Aufgabe 36: (4 Punkte) Sei f : R™ — R" aus C1(R™).

a) Zeigen Sie, daf

1
f(@) — fy) = /0 (@ + ty — 2)](y — 2) dt

fiir alle z,y € R™. (Hinweis: Kettenregel).



b) Sei ||All2 := \/Zl 12 e |aijl?s A= (a;;) € R™™. Zeigen Sie, daf}
|Az| < || All2]=]
fiir all z € R™.
c) Zeigen Sie, daf§

f(z) = f(y)] < Cloz —y| mit C:= sup [|f'(z+t(y—2))|2
te(0,1]

fiir alle z,y € R™.

Lésungsvorschlag: a) Die Funktion g : R — R"™ definiert durch ¢g(t) = f(z 4+ t(y — z)) ist aus

CHR (weil h(t) = t(y — x) aus C}(R) ist, und g = f o h; Kettenregel). Damit ist

Nach der Kettenregel ist ¢'(t) = f'(h(t)) o B'(t). Es gilt h'(t) = y — x und damit

g'(t) = f'(ht)) o W(t) = f'(x +tly — 2)) - (y — ).

Ausserdem ist g(1) = f(h(1)) = f(z+1-(y—2)) = f(y),9(0) = f(h(0)) = f(z+0-(y—2)) =
d.h.,
1 1
£0) = @) =90 = 90) = [ d@ydt= [ flattly—o)y-a)dr
0 0
[ Man bemerke den Druckfehler in der Aufgabeformulierung. ]
b)
2 n m
| Az|? —‘ Z%%-~ 72%%)‘ =" (> ayay)”
j=1 =1 j=1
< (Z|aw| )(2%2)
i=1 j=1 j=1
weil (Cauchy-Schwarz) ( iaw% = |(aie, ® >}2 < laje|?|z|? = (Z ]azj\Q)(Z:E?)
j=1 j=1 j=1

E (Z#)(ZZW) = || A2z .

i=1 j=1

1
@) - F@)| = 1) — f(@)] = /O F(@+ty — 2)(y — z) i
1
s/o |/ (a + ty — 2))(y — )| dt
1
< [ 15+t =)oty — ol

1

<ly—a| [ sup [[fi(z+ty—=))2dt
0 tefo,1]

1
=ly—al suw If G ety =)l [ 1
t€[0,1] 0

= Clz —y| mit C:= up 1£' (@ +t(y — 2))ll2.
tefo,1

|
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