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Aufgabe 33: (4 Punkte)
a) Es seien f,¢g:R? — R und u : R?* — R3 alle aus C?(R3). Zeigen Sie:

1) div(rotu) = 0.
2) V(divu) —rot(rot u) = Au.
3) rot(fu) =V f xu+ f(rotu).

b) Zeigen Sie: Sind f,g: M C R™ — R aus C?(M) , so gilt
A(fg) = (Af)g+2Vf-Vg+ fAg.
c) Zeigen Sie: Ist F: I — R, I C]0,00[, eine C2-Funktion und f(z) := F(r), wobei r := ||,
x € R”, so gilt

n—1

Af(x)=F"(r)+ F'(r).

.
d) Zeigen Sie: Ist f : R? — R aus C?(R?) und F(r, ) := f(rcosp,rsinyp), so gilt

: OF 1 0F  10F
(Af)(rcos g, rsing) = (G + g+ g )0 9)

Aufgabe 34: (4 Punkte) Es sei f: R?\ {0} — R gegeben durch
fla,y) = 2y* In(z® + y?).

Esist (1,1,In2) € Graph(f) := {(x, 5, f(z,v)) | (z,y) € R?\ {0}}.

a) Stellen die Tangentialebene an Graph(f) in diesem Punkt als Graph einer Funktion ¢ :
R? — R dar.

b) Approximieren Sie Graph(f) in der Néhe von (1,1,1n2) durch den Graph eines Polynoms
2. Grades in z und y. (Hinweis: Taylor).



Aufgabe 35: (4 Punkte) Eine Funktion u : R? D U — R heiBt harmonisch, falls u aus C2(U)
ist und die Gleichung Au = 5% + 52 = 0 erfiillt ist.

Sei f =u+iv:C DU — C komplez differenzierbar, und u,v € C?(U,R) (hier interpretieren
wir u(x + iy) = u(z,y),v(r +iy) = v(x,y)). Zeigen Sie, daf v und v harmonisch sind.

Aufgabe 36: (4 Punkte) Sei f : R™ — R" aus C1(R™).

a) Zeigen Sie, daf

1
f(@) — fy) = /0 [+ ty — )] (y — 2) dt

fiir alle z,y € R™. (Hinweis: Kettenregel).

b) Sei ||Al| := \/2;;1 S Jagl?, A= (aij) € R™™. Zeigen Sie, daB
|Az| < [[All2||

fir all z € R™,

c) Zeigen Sie, daf§

|f(@) = f(y)] < Clz —y| mit C:= sup ||f'(z+t(y — )l
t€[0,1]

fiir alle z,y € R™.
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