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Aufgabe 29: (4 Punkte) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Jacobi-Determinante der
Abbildung

F : R3 → R3

(r, θ, ϕ) 7→ (r sin θ cos ϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)

Lösungsvorschlag: F = (F1, F2, F3),

F ′(r, θ, ϕ) =


∂F1
∂r

∂F1
∂θ

∂F1
∂ϕ

∂F2
∂r

∂F2
∂θ

∂F2
∂ϕ

∂F3
∂r

∂F3
∂θ

∂F3
∂ϕ

 =

sin θ cos ϕ r cos θ cos ϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sin ϕ r cos θ sinϕ r sin θ cos ϕ

cos θ −r sin θ 0

 ,

det F ′(r, θ, ϕ) = sin θ cos ϕ · det
(

r cos θ sinϕ r sin θ cos ϕ
−r sin θ 0

)
− r cos θ cos ϕ · det

(
sin θ sinϕ r sin θ cos ϕ

cos θ 0

)
+ (−r sin θ sinϕ) · det

(
sin θ sin ϕ r cos η sinϕ

cos θ −r sin θ

)
= sin θ cos ϕ · r2 sin2 θ cos ϕ + r cos θ cos ϕ cos θr sin θ cos ϕ

+ (−r sin θ sinϕ)(−r sinθ sin ϕ− r cos2 θ sinϕ)

= r2 sin θ sinθ cos2 ϕ + r2 sin θ cosθ cos2 ϕ

+ (−r sin θ sinϕ)(−r sinϕ[sin2 θ + cos2 θ])

= r2 sin θ cos2 ϕ[sin2 θ + cos2 θ] + r2 sin θ sin2 ϕ

= r2 sin θ(cos2 ϕ + sin2 ϕ) = r2 sin θ.

Aufgabe 30: (4 Punkte) Sei A eine symmetrische n × n Matrix mit reellen Koeffizienten.
Zeigen Sie, daß die kritischen Punkte, d.h. die Punkte mit verschwindendem Gradienten, der
Funktion

R : Rn \ {0} → R , R(x) =
〈Ax, x〉
|x|2

,

genau die Eigenvektoren von A sind.
Lösungsvorschlag: Mit A = (aij) bekommt man

R(x) =

∑n
i=1

∑n
j=1 aijxixj∑n
j=1 x2

j

und damit, für k ∈ {1, . . . , n},

∂R

∂xk
(x) =

|x|2 ∂
∂xk

(
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj)− 〈Ax, x〉 ∂

∂xk
(
∑n

j=1 x2
j )

|x|4

=
|x|2(

∑n
j=1 akjxj +

∑n
i=1 aikxi)− 〈Ax, x〉2xk

|x|4
(

∂

∂xk
(xixj) = δkixj + xiδjk)

=
2|x|2

∑n
j=1 akjxj − 2xk〈Ax, x〉

|x|4
(AT = A ⇒ akj = ajk)



und damit (weil
∑n

j=1 akjxj = (Ax)k)

∇R(x) =
2
|x|2

( n∑
j=1

a1jxj , . . . ,

n∑
j=1

anjxj

)
− 2

〈Ax, x〉
|x|4

(x1, . . . , xn)

=
2
|x|2

(
Ax−R(x) x

)T
.

Weil immer x 6= 0 gilt, bekommt man also

∇R(x) = 0 ⇒ Ax = R(x) x ⇒ x ist Eigenvektor von A mit Eigenwert R(x);
Ax = λx ( d.h., x ist Eigenvektor von A mit Eigenwert λ)

⇒ R(x) =
〈Ax, x〉
|x|2

=
〈λx, x〉
|x|2

= λ

⇒ ∇R(x) =
2
|x|2

(
Ax−R(x) x

)T =
2
|x|2

(Ax− λx)T = 0.

Also sind die kritischen Punkten von R genau die Eigenvektoren von A.

Aufgabe 31: (4 Punkte) Sei f : Rn → Rn und x0 ∈ Rn, k ∈ N mit

fk(x0) := (f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸)
k

(x0) = x0.

Sei f in x0, f(x0), . . . , fk−1(x0) ∈ Rn total differenzierbar. Zeigen Sie, daß

det
(
(fk)′(x0)

)
= det

(
(fk)′(f(x0))

)
.

Hinweis: Kettenregel.
Lösungsvorschlag: Unter Verwendung der Kettenregel (die insbesonders gibt, daß f i, 1 ≤ i ≤ k
in x0, f(x0), . . . , fk−1(x0) ∈ Rn total differenzierbar sind) bekommt man (weil fk(x0) = x0)

(fk)′(f(x0) = (f ◦ fk−1)′(f(x0)) = f ′(fk−1(f(x0))) ◦ (fk−1)′(f(x0))

= f ′(fk(x0)) ◦ (f ◦ fk−2)′(f(x0)) = f ′(x0) ◦ f ′(fk−2(f(x0))) ◦ (fk−2)′(f(x0))

= f ′(x0) ◦ f ′(fk−1(x0)) ◦ (f ◦ fk−3(f(x0)))
= · · · = (Induktion !)

= f ′(x0) ◦ f ′(fk−1(x0)) ◦ f ′(fk−2(x0)) ◦ · · · ◦ f ′(f2(x0)) ◦ f ′(f(x0)).

Anderseits,

(fk)′(x0) = (f ◦ fk−1)′(x0) = f ′(fk−1(x0)) ◦ (fk−1)′(x0) = f ′(fk−1(x0)) ◦ (f ◦ fk−2)′(x0)

= f ′(fk−1(x0)) ◦ f ′(fk−2(x0)) ◦ (fk−2)′(x0)
= · · · = (Induktion !)

= f ′(fk−1(x0)) ◦ f ′(fk−2(x0)) ◦ · · · f ′(f(x0)) ◦ f ′(x0).

Weil det(AB) = det(BA) bekommt man

det(fk)′(x0) = det
( k−1∏

j=1

f ′(fk−j(x0))
)

det f ′(x0)

= det f ′(x0) det
( k−1∏

j=1

f ′(fk−j(x0))
)

= det(fk)′(f(x0).

[Einfacher ist:

(fk)′(x0) = (fk−1 ◦ f)′(x0) = (fk−1)′(f(x0)) ◦ f ′(x0),

(fk)′(f(x0)) = (f ◦ fk−1)′(f(x0)) = f ′(fk−1(f(x0))) ◦ (fk−1)′(f(x0)))

= f ′(fk(x0)) ◦ (fk−1)′(f(x0)) = f ′(x0) ◦ (fk−1)′(f(x0)),



und damit

det(fk)′(x0) = det
[
(fk−1)′(f(x0)) ◦ f ′(x0)

]
= det

[
f ′(x0) ◦ (fk−1)′(f(x0))

]
= det(fk)′(f(x0)). ]

Aufgabe 32: (4 Punkte) Bezeichne 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt im Rn, d.h. 〈x, y〉 =∑n
i=1 xiyi.

a) Sei b ∈ R und a ∈ Rn. Zeigen Sie, daß die Funktion f : Rn → R, f(x) = 〈a, x〉+ b in jedem
Punkt x0 ∈ Rn differenzierbar ist mit f ′(x0)v = 〈a, v〉, v ∈ Rn.

b) Sei A ∈ Rn×n eine reellwertige Matrix. Es bezeichne AT die zu A transponierte Matrix.
Zeigen Sie, daß die Funktion f : Rn → R, f(x) = 〈Ax, x〉 in jedem Punkt x0 ∈ Rn

differenzierbar ist mit f ′(x0)v = 〈Ax0 + AT x0, v〉, v ∈ Rn.

Lösungsvorschlag: a) Man hat, durch Linearität des Skalarprodukts, daß∣∣f(x)− f(x0)− 〈a, x− x0〉
∣∣ =

∣∣(〈a, x〉+ b)− (〈a, x0〉+ b)− 〈a, x− x0〉
∣∣

=
∣∣〈a, x− x0〉 − 〈a, x− x0〉

∣∣ = 0,

und h : v 7→ 〈a, v〉 ist eine Homomorphismus, h ∈ Hom(Rn; R). Also ist (VII 1.1. Def.) f in
jedem Punkt x0 ∈ Rn differenzierbar, und f ′(x0)v = 〈a, v〉, v ∈ Rn.

b) Fast gleich bekommt man (unter verwendung von 〈AT x, y〉 = 〈x, Ay〉 und 〈x, y〉 = 〈y, x〉,
Linearität des Skalarprodukts, und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz), daß∣∣f(x)− f(x0)− 〈Ax0 + AT x0, x− x0〉

∣∣
=

∣∣〈Ax, x〉 − 〈Ax0, x0〉 − 〈Ax0, x〉+ 〈Ax0, x0〉 − 〈AT x0, x〉+ 〈AT x0, x0〉
∣∣

=
∣∣〈Ax, x〉 − 〈Ax0, x〉+ 〈AT x0, x0〉 − 〈AT x0, x〉

∣∣
=

∣∣〈Ax, x〉 − 〈Ax0, x〉+ 〈x0, Ax0〉 − 〈x0, Ax〉
∣∣

=
∣∣〈Ax−Ax0, x〉+ 〈x0, Ax0 −Ax〉

∣∣ =
∣∣〈x,Ax−Ax0〉+ 〈x0, Ax0 −Ax〉

∣∣
=

∣∣〈x0, Ax0 −Ax〉 − 〈x, Ax0 −Ax〉
∣∣ =

∣∣〈x0 − x,A(x0 − x)〉
∣∣

≤ |x0 − x| · |A(x0 − x)|.

Behauptung:

|Av| ≤ n( max
1≤i,j≤n

|aij |)|v|.

Beweis:

|Av|2 = 〈Av,Av〉 =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

aijvj)2 ≤
n∑

i=1

(
n∑

j=1

[ max
1≤i,j≤n

|aij |]|vj |)2

= n( max
1≤i,j≤n

|aij |)2(
n∑

j=1

|vj |)2 = n( max
1≤i,j≤n

|aij |)2
{
〈(|v1|, . . . , |vn|), (1, . . . , 1)〉

}2

≤ n( max
1≤i,j≤n

|aij |)2|v|2|(1, . . . , 1)|2 = n2( max
1≤i,j≤n

|aij |)2|v|2

Also folgt (mit δ := min
{

ε
n(max1≤i,j≤n |aij |) , 1

}
),

∀ε > 0∃δ > 0 : |x− x0| < δ ⇒
∣∣f(x)− f(x0)− 〈Ax0 + AT x0, x− x0〉

∣∣ ≤ ε|x− x0|,

und h : v 7→ 〈Ax0 + AT x0, v〉 ist eine Homomorphismus,, h ∈ Hom(Rn; R). Also ist (VII 1.1.
Def.) f in jedem Punkt x0 ∈ Rn differenzierbar, und f ′(x0)v = 〈Ax0 + AT x0, v〉, v ∈ Rn.

Abgabe bis Montag 13.06.2005, 11.15 Uhr in den MPIIA Übungskasten im 1. Stock
vor der Bibliothek.
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