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Aufgabe 29: (4 Punkte) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Jacobi-Determinante der
Abbildung

F:R*—R?
(r,0, ) — (rsinf cos p,rsinfsin @, r cos )

Lésungsvorschlag: F' = (Fy, Fy, F3),
oF,  OF  OF

or 00 dy sinflcos¢ rcosfcosp —rsinfsing
F'(r,0,) = da% % % = | sinfsiny rcosfsiny rsinfcosy |,
or o ofy cos @ —rsind 0

or 00  Op

det F'(r, 0, ¢) = sinf cos ¢ - det (rcos@sm@ TSIH@COS¢>

—7sinf 0

sinfsiny 7sinf cos
- 0 - det
rcosfcosp - de ( cos 0 0 )

 (=rsingsing) et (S TS
= sin 6 cos ¢ - 2 sin? 0 cos ¢ + r cos § cos ¢ cos Or sin 6 cos ¢
+ (—rsin @ sin @) (—rsin’ sin ¢ — r cos® fsin )

= 12 sin 0 sin’ cos? ¢ 4 12 sin 0 cos? cos?

+ (—rsin @ sin @)(—rsin p[sin? 6 + cos? 4])

= 7% 5in 0 cos? p[sin? O + cos® 0] + r? sin O sin?

= 72 sin f(cos® p + sin? @) = rZsin 6.

Aufgabe 30: (4 Punkte) Sei A eine symmetrische n x n Matrix mit reellen Koeffizienten.
Zeigen Sie, daf} die kritischen Punkte, d.h. die Punkte mit verschwindendem Gradienten, der
Funktion

(Az, z)

jz?
genau die Eigenvektoren von A sind.
Losungsvorschlag: Mit A = (a;j) bekommt man

Do g1 AiTiT]
Z?:l %2
und damit, fiir k € {1,...,n},
OR 2) = o 52 (0 ooy aijwiag) — (Aw, x) 52 (357, 23)
Oy |z |*
12230 a4+ Do aigwi) — (Az, z)21) o
B 2|z|? z;‘:l agjrj — 2xp(Az, x)

|

R:R"\ {0} = R, R(x) =

R(z) =

(AT =A== aj = ajk)



und damit (weil Y37, agjz; = (Av)y)

2w Aa: x
VR(m):—z(Zaljxj,.. Zan]m] 1 >(x1,...,a:n)
|z | ]

‘ |2 (Az — R(x )x)T

Weil immer x # 0 gilt, bekommt man also

VR(z) =0= Az = R(z) z = x ist Eigenvektor von A mit Eigenwert R(z);

Az = Az ( d.h., z ist Eigenvektor von A mit Eigenwert \)
(Az,z)  (Az,73)

R R
= VR(z) = |:1:2|2(A$ — R(x) x)T |a:|2 (Az — \z)T

Also sind die kritischen Punkten von R genau die Eigenvektoren von A.

Aufgabe 31: (4 Punkte) Sei f: R” — R" und zyp € R", k € N mit
F(wo) = (fo fo--o f)(xo) = xo.
—
k

Sei f in xg, f(20), ..., fF " (zo) € R™ total differenzierbar. Zeigen Sie, daf
det ((f*)'(w0)) = det ((f*)'(f(0)))-

Hinweis: Kettenregel.
Lésungsvorschlag: Unter Verwendung der Kettenregel (die insbesonders gibt, da8 f%, 1 <i <k
in 20, f(20), ..., f* " (z0) € R" total differenzierbar sind) bekommt man (weil f*(z¢) = x0)

(O (f(ao) = (f o £ (F (o)) = f/(f*H(F (o)) o (f*71)(f (x0))
= f'(f*(w0)) o (f o ¥ (f(x0)) = f'(wo) o f'(f* 72 (f(w0))) o (f*72)(f(20))
= f'(zo) o f'(f*(z0)) o (f o ¥ (f(20)))
=..-= (Induktion !)

(o) o f'(f* o)) o f(f* 2 (wo)) 0 -+ o f'(f*(x0)) © f'(f (w0)).

Anderseits,

(%) (o) = (f o f*71) (o) = f'(f* o)) o (fF1) (x0) = f'(F*(20)) © (f o F*72)' (o)

(fo
F1 (o)) o f(F*2(0)) © (F72) (w0)

=...= (Induktion !)

= (/¥ (o)) o f'(f*(w0)) o -+ f'(f (w0)) o f' (o).
Weil det(AB) = det(BA) bekommt man

k-1
det( % (o) = det ( T £/(/*(x0))) det f'(wo)
j=1

k—1

= det f'(wo) et ( [ £/(£*7 (o)) = det(f*) (/(z0).

j=1
[Einfacher ist:

(%) (o) = (f* o f) (o) = (f*) (f(w0)) © f' (o),
(Y (F (o)) = (F o F*71) (f(20)) = F(f*7 (F(20))) o (F*71)'(f(20)))
= f'(F*(@o)) o (f71) (f(w0)) = f'(wo) o (f*71)'(f(x0)),



und damit

det(f*)' (o) = det [(f*~1)'(f(x0)) o f'(z0)] = det [f'(z0) o (f*1)(f(x0))]
= det(f*)'(f(x0)). ]

Aufgabe 32: (4 Punkte) Bezeichne (-,-) das Standardskalarprodukt im R", d.h. (z,y) =
Z?:1 LilYi-
a) Sei b € R und a € R". Zeigen Sie, daf die Funktion f : R” — R, f(z) = (a,z) + b in jedem
Punkt zy € R™ differenzierbar ist mit f’(zg)v = (a,v),v € R™.

b) Sei A € R™ " eine reellwertige Matrix. Es bezeichne AT die zu A transponierte Matrix.
Zeigen Sie, dafl die Funktion f : R" — R, f(x) = (Az,z) in jedem Punkt zo € R"”
differenzierbar ist mit f’(xo)v = (Azg + ATwg,v),v € R™.

Lésungsvorschlag: a) Man hat, durch Linearitit des Skalarprodukts, dafl
[F(2) = Flao) — (a2 — 0| = |({a,2) +b) — ({a,20) +b) — (a,2 — z0)

(a,x — xp) — (a,x—mo)‘ =0,
und h : v +— (a,v) ist eine Homomorphismus, h € Hom(R";R). Also ist (VII 1.1. Def.) f in
jedem Punkt zp € R™ differenzierbar, und f/(zo)v = (a,v), v € R™

b) Fast gleich bekommt man (unter verwendung von (AT z,7) = (z, Ay) und (z,y) = (y, z),
Linearitit des Skalarprodukts, und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz), daf

| f(@) — flzo) — <Ax0 + ATgg, 2z — z0)|

(Az,z) — (Ao, o) — (Azg, ) + (Azg, z0) — (AT 20, 2) + <AT.%‘0,1‘0>|
(A:L‘,ac (Azg, ) + (AT2q, 20) — (ATJJO,@}

(Azx, ) — (Azg, z) + (xo, Azo) — (20, A:L‘>‘
(
(zo

Az — Axgy, x) + (20, Axg — Azx) { ‘ x, Ax — Axg) + (xo, Az — Aac>|
Axy — Ax) — a:A:CO—A:L"| ‘xo—anjo—:c)ﬂ

< xo—xl |A(zo — z)|.
Behauptung:
] <l mas o)l
Beweis:
n n
|Av|* = (Av, Av) Z Za”v] )2 < max |a” lvj])?
=1 j=1 =1 ]:1
2
= n( max |aij) Z\m = n( max laij) {<<|v1\,...,|vn\>,<1,...,1>>}
< LD =n? 2
< n( s [oi]) oI DR = (o, ol Pl
Qe c
Also folgt (mit 0 := mm{n(maxlgi,jgn Rk 1}),

Ve> 036 >0: |z — 0| <8 =|f(x) — flzo) — (A$0+ATxg,x—xo>| < elx — x0],

und h : v +— (Azg + ATxg,v) ist eine Homomorphismus,, h € Hom(R";R). Also ist (VII 1.1.
Def.) f in jedem Punkt zo € R™ differenzierbar, und f’(x¢)v = (Azg + ATz, v), v € R™.

Abgabe bis Montag 13.06.2005, 11.15 Uhr in den MPIIA Ubungskasten im 1. Stock
vor der Bibliothek.
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net abrufbar.
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