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Aufgabe 25: (4 Punkte) Sei V' die Menge aller (reellen) Nullfolgen,
V = {a=(a;) € R"|(a;) — 0},
und sei

llallco = $u§|aj| fir a= (a1,as,as,...) V.

je

Zeigen Sie, daf || - ||oo eine Norm und (V|| - ||s) vollstindig ist.
Lésungsvorschlag: V ist ein Vektorraum: Mit

+:VxV =V

((az), (b)) = (aj) + (bj) == (aj + bj)
- RxV =V

()\, (aj)) = A (aj) == (Aay)

erfiillt V' die Axiomen fiir einen Vektorraum (durch die Eigenschaften von R, und weil die
Summe zwei Nullfolgen eine Nullfolge ist, und ein Skalar mal eine Nullfolge eine Nullfolge ist).
Das Nullelement (Die Nullvektor) ist die Folge 0 := (0,0, ...).

Offentsichtlich ist ||a|lc > 0 (weil |a;| > 0 fiir alle j), und weil a = (a1,a2,as,...) eine
Nullfolge ist, existiert N € N (/N héngt natiirlich von a ab), so dal j > N = |a,| < |a1|/2.
Damit ist sup, |a;| = maxi<j<n |aj| < oo, also gilt || - || : V' — [0, 00). Weiter gilt, daf}

a=(0,0,...) = laj| =0VYj = |ja]js = qu]aj\ =0,
j

und

llalloc =0 =0 < |a;| < Sllip|(lk| =0Vj=a; =0Yj=a=(0,0,...).

Mit A € R, (a;) € V gilt
[Aalloo = [[(Aaj)lloe = sup[Aaj| = sup (]A] |a;|) = |A|sup |a;| = [A][|a]loc-
j j j
(Hier wurde verwendet, daf sup{st|t € A C RT} = s-sup{t|t € A C R"}).Sei endlich k € N,
dann gilt

|ar + bel < lar] + [be| < (supa;|) + (sup[b;]) = llalloc + [[bloo,
J J

und damit auch supy, |ax + bk| < [|alloc + [|6]|co, also ist ||a + b]|co < ||a]loc + [|0]|co- Insgesamt gilt

) llalloe > 05 Jlafoo =0 a=0
1) [|Aalloo = [A] ||@]|co; A ER,a €V
iii) lla + blloo < llalloc + [Blloc; a.b € V.

Also ist || - ||oo €ine Norm.



Sei jetzt {a"}pen C V eine Cauchyfolge, d.h.
Ve>03IN eN:n,m>N = |a" — a"|« <€ (1)

Sei € > 0 gegeben, und N gewéhlt, so dafl (1) gilt, und sei & € N. Dann gilt, fiir n,m > N (mit
a" = (af,ay,aj,...))

|ak — ai’| < suplaf —aj| = [a" — ™[ < (2)
J

also ist, fiir jedes k € N, {a} }nen C R eine Cauchyfolge, und (weil (R, |- |) vollstandig ist) damit
konvergent. Sei, fiir k € N, a, := lim, . a}. Dann ist a = (a1, az, a3, . . .) eine Folge. Wir werden
zeigen, daBl @ € V, und dafl " — a in || - ||oc (d.h., Ve>0IN € N:n > N = |[a" — al|c < €).

Dazu bemerkt man, aus (2), daB fiir jedes k € N, und fiir m > N fiz, gilt, fiir jedes n > m,
daB |a} — a]'| < €, und, weil

1 n : n__m| _ : n__om| _ _.om
a = lim ap = lim |ag —apf| = | lim ap — i’ = |ag — |
folgt dafl |ap — a}'| < €. Also:

Ve >03IN eN:m>N=|ap —a}'| <eVkeN
=Ve>0IN e N:m >N = suplap —ap'| <€
k

=Ve>0INeN:m>N=|a—a"| <e (3)
Aus
lak| = lar, — ai" + ai’| < la, — ai’| + |’ < lla = a™[oo + |ay’|

und (3) folgt dann, weil a* — 0,k — oo, da8 auch a;, — 0,k — oo, und damit a € V. Aus (3)
folgt dann, dafl |ja —a™||ec — 0,m — 00, d.h., a™ — ain (V.| - ||oc). Damit ist jede Cauchyfolge
in (V,| - ||oo) konvergent, und damit ist (V)| - ||oo) €in Banachraum.

Aufgabe 26: (4 Punkte) Sei (M, d) kompakter metrischer Raum, und sei f : M — M stetig
mit

d(f(x), f(y)) < d(=x,y) fir alle z,y € M, x #y.

Zeigen Sie, daf} f einen eindeutigen Fixpunkt hat. (Hinweis: Betrachten Sie die Funktion x +—

d(z, f(2))).
Lésungsvorschlag: Betrachte = — d(z, f(x)). Unter Verwendung der Dreiecksungleichung be-
kommt man

d(z, f(z)) < d(z,y) +d(y, f(z)) < d(z,y) +d(y, f(y)) +d(f(y),
<d(z,y) +d(y, f(y)) + d(z,y) = d(z, f(z)) — d(y, f(y)) < 2d(z,y).

Ahnlich, d(y, f(y)) — d(z, f(z)) < 2d(z,y), also

~—

Ve > 030 > 0:d(z,y) <= ’d(x,f(m)) — d(y,f(y))’ <€,

also ist z +— d(z, f(z)) (gleichmissig) stetig auf M; weil M kompakt ist, hat = +— d(z, f(z)) ein
Minimum. Sei xg € M mit

d(zo, f(zo) < d(z, f(z)) fiir alle z € M. (4)
Fiir  # y gilt d(f(z), f(y)) < d(z,y), also insbesonders

d(f(xo), f(f(0))) < d(xo, f(0)) ()



ausser wenn zg = f(xg). Weil (5) wiederspruch zu (4) ist, muss gelten z¢g = f(x¢). Wére x; ein
andere Fixpunkt (z¢ # z1), dann hétte man (weil 1 = f(z1),

d(w1,w0) = d(f(21), f(20)) < d(z1,20),

was ein Wiederspruch wire.
Aufgabe 27: (4 Punkte) Sei C[0,1] = {f:[0,1] — R| f ist stetig } mit dem Skalarprodukt

/ f@)g(@)dz , fg € Clo,1]

versehen. Sei f,(z) =™ x € [0,1],n € NU {0}.
a) Berechnen Sie (fy, fr,) fiir n,m € NU{0}.

b) Bilden Sie ein Orthonormalsystem aus { fo, f1, f2}. (Hinweis: Gram-Schmidtverfahren).
Lésungsvorschlag: a) Fir n +m # 0:

1 1 1
<fn7 fm> - /0 fn(x)fm(x) dxr = /0 et eMT Jo. — /0 e(n-i,-m)x dx

1 1 1
_ [n+me(n+m)x]0 — n+m(en+m _ 1)'

n+m=0=>n=m=0;

1 1
(fo, fo) = / VeV dy = / ldz = [z]§ = L.
0 0
Also bekommt man

L(ent™ —1), n+m#0
= n+m ’
(s fm) { 1, n=m=0

b) Aus a) folgt || fol = +/(fo, fo) = 1. Sei eg := fo, und sei
é1 = f1 — (eo, fr)eo = f1 — (fo, f1) fo = f1 — (e = 1) fo.

(Die letzte Gleichung folgt aus a)). Dann ist (aus Linearitidt des Skalarproduktes, und aus a))
1E)1? = (fr = (e = D fo, fr = (e = V) fo) = (fi, 1) + (e = 1)*{fo, fo) — 2(e = 1){f1, fo)

:%(e —1)+(e—1)2—2(e—1)(e—1):%(6—1)(3—6) (220,24 > 0)
Sei
_a V2 (e
T el T (e—l)(3—1)(f1 (e =1 o).

Dann ist [ler|| = 1, {eq, e0) = 0. Sei (mit ¢ := (e —1)(3 —¢))
ez : = fa— (e1, fa)er — (eo, f2)eo

— <\1[(f1 e 1)fo),fz)(\2(f1 (e~ 1)fo)) — Uon Fo) o
= fo— {1 ) a — (e = D o — (e = Do, o i + (e — 17 (o, F) o

— (fo, f2) fo
= h-{GE-D--1) 5 - 1n

Fle=1 5@ 1)~ (e~ 1) 3~ Do} — 5~ Do

le2 —2e—5 1(e—1)3
f2+§ 3 _¢ fl"‘g 3_¢ fO
11 1€ —2e-5

, C1 =
6 3—e¢ 3 3—e

= fo+afi+cafo,



16212 = (f2 + c1fr + cofo, f2 + 1 fi + cofo)
= (fo, f2) + 3 {f1, f1) + G {fo, fo) + 2c1{fa, f1) + 2co{fa, fo) + 2coc1(f1, fo)

1 1 1 1
= 1(64 — 1+t 5(62 — D)+ 142 §<63 — 1)+ 2¢ - 5(62 — 1)+ 2cpci(e — 1)
1 1 (e? —2e—5)? 1 (e—l)6
= (e—D(e+e?+1)+ —~— T T (e—1 1)+ —
2 1e?2—2e—5 L(e—1)3
s T(e—1)(e? 1)+ - —1 1
T e )@ et )+ S T e e+ 1)
L(e—1)3 1e2—2e—5
2.~ L —1
263 ¢ 3 3¢ U
= +5et — T+ e+ de—2  3(e—1)3—(e—1)°
18(3 —e) N 18(3 —e)
&1 C1(e—1®  1e?—2e-5
ey 1= T 62(wiLclflJrCOJ“"o) R e B P
3e—=1)3—(e—1)>
Cy =
18(3 —e)
= ea(z) = 11 (e- 1)3 —2(e? — 2e — 5)e” + 6(3 — 6)€2$.
V2V3—e V3(e—1)3 —(e—1)5
Aufgabe 28: (4 Punkte) Sei n € N, und || - || und ||| - ||| zwei Normen auf R"™. Zeigen Sie,
daB || - || und ||| - ||| &quivalent sind. (Hinweis: Vergleichen Sie mit |z|s := maxi<j<p |z;|,2 =
(x1,...,xy). Zeigen Sie die Stetigkeit von | - || : (R", |- |s) — R und betrachten Sie || - ||(.5),
wobei S :={x € R"||z|oc = 1}).
Lésungsvorschlag: Sei {eq,...,e,} die kanonische Basis fiir R, und sei € R". Dann gilt (weil

|| - || eine Norm ist)

n

n n n
lzl = 1) miedll <Y llzieill = ) il lleill < ¢ |2l , e = max{[ler]],.., lleal]},
i=1 i=1

i=1 i=1
< 1) — | = .
< e (max [2]) = en max |;| = enfaloc (6)
Also gilt ||z1 — z2|] < é|lx1 — 22|00, und damit ist || - || : (R™, | |s) — R stetig (Ve > 036 > 0 :

’a}1 — .CEQ|OO <= ||.T1 — xZHoo < 6).
Man bemerkt folgendes: Fiir x € R™ gilt

] = Z!wz\2<z max |z;)* = n - (max |z;])* = n- (|z])?,

1<j<n 1<j<n

und damit |z| < /n|z|s. Auf der andere Seite,

n

ol = (max layl)? = max (j2;%) < 3 laif* = faf?. ™)
=1

und damit |z]s < |z]. Also sind ||« und |- | Aquivalente Normen. Die Menge S ist |-|-beschrinkt
(|z]oo = 1 = |2z| < v/n) und | - |-abgeschlossen (durch (7) ist |- | : (R™,]-]) — R stetig, und
damit S = {z € R" ||z]ec =1} = (|- \00)71({1}) abgeschlossen, weil {1} C R abgeschlossen ist).
Weil |- |o und |- | &quivalent sind, und S |-|-kompakt ist (Heine-Borel), ist S auch |- |oo-kompakt.
Weil || - || : (R™,| - |s) — R stetig ist, und S |- |s-kompakt ist, hat || - || : (R", ] |e) — R ein
Minimum auf S, d.h., es gibt g € S mit ||xo|| < ||z fir alle z € S. Es gilt ||xg|| # 0 (weil
lzol| =0 = 20 =0¢&S). Sei jetzt x € R", dann gilt y := = s € S (weil |y|oo = 1), und damit

x \



lyll = [lzol|- D.h.,

x [ 1
<yl == = =+ = <C C=—. 8
ol < llyll = || . | = e = #loo < Cllal ol (8)

Aus (6) und (8) folgt, dafl

der,e0 >0 ez < 2o < ez,

also sind | - | und || - || &quivalente normen. Gleiche Beweis gibt da8 ||| - ||| und | - | dquivalent
sind, und damit sind auch || - || und ||| - ||| &quivalent.

Abgabe bis Montag 06.06.2005, 11.15 Uhr in den MPIIA Ubungskasten im 1. Stock
vor der Bibliothek.
Unter http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~sorensen sind die Blitter im Inter-
net abrufbar.
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