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Aufgabe 17: (4 Punkte) Man definiere

0 : RxR—R

(x,y) — arctan |z — y|

Zeigen Sie, daf} 6 auf R eine zu der gewthnlichen Betragsmetrik dquivalente Metrik ist.
Lésungsvorschlag: Man bemerkt, dafi f(t) := arctan(¢) eine Bijektion von | — oo, 00[ auf | —
7/2,m/2[ ist, die wegen f'(t) = 1/(1 + t?) > 0 (Aufgabe 8, Blatt 5) monoton wachsend ist.
Ausserdem ist f(0) = 0. Daraus folgt:

i) |z —y| > 0= arctan|z —y| > 0; arctan |z —y| =0 [z —y| =0z =y.
ii) |z —y| = |y — z| = arctan |z — y| = arctan |y — z|.
iii) Sei, fiir s,t > 0,

gs : Ry — R

t — arctan(t) 4+ arctan(s) — arctan(s + t)

Dann ist g5(0) = 0,dgs(t)/dt = 1/(1+1?)—1/(1+ (s+1t)?) > 0, und damit gilt arctan(t) +
arctan(s) — arctan(s +t) > 0 fiir alle s,¢ > 0. Daraus folgt (weil |z —y| < |z — 2| + |z — ¥,
und arctan monoton ist), dafl

§(x,y) = arctan |z — y| < arctan (|z — 2| + |z — y|)
< arctan |z — z| + arctan |z — y| = §(z, 2) + (2, ).

Damit ist ¢ ein Metrik.

Um zu zeigen, dal § zu der gewOhnliche Betragsmetrik dquivalent ist, miissen wir zeigen,
daB8 (R,|-]) und (R,d) die gleichen offenen Mengen haben. Sei also A C R offen in (R,| - |).
Dh,Vex € AJde =€(x) >0: |z —y| <e=1y € A Weil f eine monoton wachsende Bijektion
ist, und f(0) = 0, gibt es n > 0 mit arctane = n. Dann gilt §(z,y) < n = arctan |z —y| < n =
arctane = |z —y| < e = y € A. Also ist A auch offen in (R,d). Ahnlich beweisst man, daB: A
offen in (R, d) = A offen in (R,]| - |).

Aufgabe 18: (4 Punkte) Sei (X, d) metrischer Raum, A C X und z € X'\ A mit dist(z, A) = 0.
Zeigen Sie, daf z Randpunkt von A ist. Hierbei bezeichnet dist(x, A) := inf{d(z,y) : y € A}.
Lésungsvorschlag: dist(x, A) = 0 heifit, dal inf{d(z,y) |y € A} = 0. Damit gilt: Ve > 03y €
A :d(x,y) < € (Wenn es ein ¢y > 0 gibe, so dafl d(z,y) > ¢ fir alle y € A, dann wiire
inf{d(z,y) |y € A} > €p). Es folgt: Ve > 0 : K.(z) N A # (. Damit ist « Beriihrungspunkt von
A. Weil v ¢ A, gilt x € A\ A, also ist # Randpunkt von A.

Aufgabe 19: (4 Punkte) Es sei (X, d) metrischer Raum mit der Eigenschaft, da X \ {z}
kompakt ist fiir alle x € X. Zeigen Sie, dal X endlich ist.



Lésungsvorschlag: Sei x € X, dann ist X \ {z} abgeschlossen weil kompakt (Satz VI.2.2.). Es
folgt, daf {«} offen ist (weil deren Kompliment abgeschlossen ist). Sei jetzt zp € X. Dann ist
also

X\f{zo}= (J {a}

zeX\{zo}

eine Uberdeckung von X \ {zo} mit offenen Mengen. Weil X \ {zo} kompakt ist, gibt es endlich
viele Mengen, {z1}, {x2},...,{z}, so daB

k
X\ {zo} = [ J{ay}-

Jj=1

Das heifit, X = U?:o{l’j}v also ist X endlich.

Aufgabe 20: (4 Punkte) Sei (X, d) metrischer Raum, und A;, A, As, ... Teilmengen von X.

(a) Sei By, :=Jj_; A;. Zeigen Sie, daf8 B, = Uj=1 45
(b) Sei B := Uj’;l Aj. Ziegen Sie, dafl B D U]oi1 Aj. Zeigen Sie, durch ein Gegenbeispiel, daf
Gleichheit nicht immer gilt.

Lésungsvorschlag: Sei allgemein, B = Uaea An eine beliebige Vereinigung von Mengen. Dann ist
Ay C B C B fiir alle A € A, und B ist abgeschlossen, also ist Ay C B fiir alle A € A, und damit
Usea Ax C B. Insbesonders ist a) B, D j_; 4;, und b) B D U2, 4;.

Ferner (zu a)), sei # € By,. Dann gilt: Vm € N : Ky ,,(2) N By, # 0; sei &, € Ky /() N By,
Weil B, = UJj_; Aj gibt es fiir jedes m € N ein j = j(m) so daB8 x,, € A;. Daher gibt es
(weil es nur endlich viele A;’s gibt) ein Aj, und eine Teilfolge {zy, } C {Tm}men, so daB z;, €
Ajg, d(xj,w) < 1/jk. Also gilt @ € Aj,. Das heift, B, C J;_; A;, und damit Bﬂ: U?zl Aj.

Zub), sei A;:=]1/j,1],j € N, und B = [J;Z; A;. Dann ist B =]0,1], und B = [0, 1], aber
Aj = [1/4,1], und damit (J52, A; =]0,1] # B.
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