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Aufgabe 17: (4 Punkte) Bestimmen Sie die Bogenlidnge der Kurve, die ein Punkt der Peri-
pherie des Einheitskreises durchlduft, wenn der Kreis auf einer Geraden eine Umdrehung abrollt.

Lésungsvorschlag: Sei D(t) := (z(t),y(y)) der Punkt der Peripherie des Einheitskreises deren
Bewegung zu beschreiben ist, D(0) = (0,0). Sei C(¢) das Zentrum des Einheitskreises, dann ist
C(0) = (0,1); die Bewegung von D ist die Summe der (nach rechts gehenden) geradelinigen
Bewegung von C, und der Umdrehung von D um C' (¢m Uhrzeigersinn), in etwa

D(t) = (t,1) + (sin(—t), cos(—t)),
= ((t — sin(t), cos(t)), t € [0, 27].

(Weil sin(—s) = —sin(s), cos(—s) = cos(s)). Also ist D'(t) = (1 — cos(t), —sin(t)), und damit
(weil sin?(s) + cos?(s) = 1)

|D'(t)| = /(1 — cos(t))? + (—sin(t))2 = /2 — 2cos(t) = \/4sin?(t/2) = 2sin(t/2),

weil aus e/@HY) = e ¢ = cos(z) + isin(z) und cos?(x) + sin?(x) = 1 folgt cos(2z) =
1 —2sin?(z), und weil sin(¢/2) > 0 wenn ¢ € [0, 27]. Dann ist die Bogenlinge der Zykloide (wie
diese Kurve heisst)

21 27
/ D/ (8)|dt = / 2sin(t/2)dt — A[— cos(t/2)]2T = 4(1 — (—1)) = 8.
0 0

Aufgabe 18: (4 Punkte) Berechnen Sie die Bogenlédnge der Funktion
f:00,%7] =R, f(z):=1—Incosz.

Lésungsvorschlag: Als Parametrisierung verwendet man z(t) = (¢, f(t)) = (¢,1 — Incost),t €
[0, 7] Damit ist

v(t) = (1, —co§<t> (=sin(t) = (1, tan(t)) = [2/()] = \/1+ tan2(1),

und dann bekommt man fiir die Bogenlénge (durch die Substitution v = tan(t),du/dt = 1 +
tan?(t) = 1 + u?)

w/4 w/4 1 du
! _ 2 — 2
/0 ]:L“(t)]dt—/o \/1+ tan (t)dt—/o Vitu T

= [In(u+ Vu2 +1]; = In(vV2 +1).

(Dass In(u + Vu? + 1) eine Stammfunktion zu 1/vu? + 1 ist, folgt aus Aufgabe 1, Tutorium 1,
und Aufgabe 3, Blatt 1).

Aufgabe 19: (4 Punkte) Die Gamma-Funktion I' : RT — R ist definiert durch I'(z) =
Jo~ t"te~tdt. Zeigen Sie durch partielle Integration



(a) Vz e R : 2D(x) =T(z +1).

(b) VEe Ny : I'(k+1) = kL
Lésungsvorschlag: (a) Durch zweimal partielle Integration bekommt man
1

b
tTe tdt + lim tTe tdt

c b—oo Jq

1 b
= ll_r%{[_ efttx]i _/ xt:z:fl(_eft)dt} +blir20 { [ - eftta:}ll’ _/1 xtzfl(_eft)dt}

[

Mz+1) = / tEF)=letgy = lir%
0 c

1
= lim(—e ! +e7%%) + z(lim [ t*le7ldt)
c—0 c—0 /.

b
+ lim (—e % + e 1) 4+ 2( lim t*Le~tar)

b—oo b—oo Jq
1 b 00
=z(lim [ #*"'e"'dt + lim t"le7tdt) = x/ t* le~tdt = aT(z).
c—0 /. b—oo Jq 0

Daf} alle Grenzwerten dieser Integrale existieren folgt aus der Vorlesung (weil z > 0,2 +1 > 0).
Ausserdem ist verwendet worden, daf lim._,g e ¢c® = limp_,o0 € 6% = 0 wenn z > 0.
(b) Induktion: k£ = 0:

9] [e'9) b
r0+1) :/ 1O+t~ gy :/ etdt = lim [ e'dt = lim[—e '} =1=0.
0 0

b—oo Jg b—oo

Induktionsschritt; Induktionsannahme: T'(k + 1) = kl. Dann, nach (a), und Induktionsannahme,
F((k+1)+1)=Gk+1)I'(E+1)=(k+ 1)k = (E+ 1)L

Die Behauptung folgt durch Induktion.

Aufgabe 20: (4 Punkte) Fiir n € Ny sei [,, := Oﬂ/Q(sin x)"dx. Zeigen Sie: Fiir alle n € Ny gilt
n

I _szj—l I _ﬁ 2j
2n*2j:1 2] ’ 2n+1*j:12j+1-

Zusatzaufgabe, ohne Punkte: Zeigen Sie
n

T . 4j2
5 = H4j2—1

J=1

Losungsvorschlag: Induktion; Anfang: n = 0:
/2 w/2 w/2
Iy = / sin(z)dz = / ldx = %, L = / sin(z)'de = [~ cos(x)]g/2 =1,
0 0 0

0 . 0 .
s 2j—1 27
2H 2j _2’j1:112j+1
0 n

T 2i—1 2j
sL==[2—, 1= .
0 2j1:[1 TR jl:[123'+1

=1 ( per Definition ist das “leere” Produkt gleich 1)

Induktionsschritt: Induktionsannahme:

n 0

T 2 — 1 2j
2n 2 jl_l1 2] s 12n41 jl_ll 2] +1



Dann folgt, durch partielle Integration, und Verwendung der Induktionsannahme, dafl
/2 9
g1y = / sin®"*2(z)dz = [~ cos(z) sin2"+1(:v)]g/
0
w/2
- / (2n 4 1) sin®*(z) cos(x)(— cos(x))dx
0

w/2 w/2
=(2n+1) /0 sin?"(z) cos®(x)dx = (2n + 1) /0 sin®"(z)(1 — sin?(z))dx

= 2n+ 2)12(n+1) =2n+ 1)1y,

20 +1) =1 721 nH]—l
;‘f2<n+1>:2<n+1>'zjﬂl = 1155
/2 9
Lng1y+1 = / sin®"*3(z)dz = [~ cos(z) sin2"+2]g/
0

w/2
_ /O (21 + 2) sin?"* () cos(z) (— cos(z))dx

w/2
= (2n +2) /0 sin?" 1 (z)(1 — sin®(x))dz

= (2n + 3).[2(n+1)+1 = (2n + 2)I2n+l

n n+1

2 + 2 2(n+1) 2j 2j
=1 = = . = .
2D T o 13 T 2 1) + 1 1:11 2j+1 ]Ul 2j + 1
Die Behauptung folgt jetzt durch Induktion.
Zusatzaufgabe: Weil 0 < sinx <1 fiir x € [0, §] bekommt man
0 < Iopt+1 < fon < Ion—1 = Iy(n-1)41 (1)
daf} heisst,
n n—1
27 us 2;—-1 27
HQ]—I-l SEH 24 —H2g+1
j=1 j=1 j=1
n n—1 2
H 43 < ™ < 2n H 43
j:14]2—1 2 - 2n—1 452 -1
Weil 3225 — 1,n — oo, reicht es zu zeigen, daf lim, o H] 1 4]4221 existiert, dann folgt die
Behauptung.
Man bemerkt, dafl
i 1 1

weil In(1 —|—x) <zfirz>0 (man untersuche die Funktion g(x) = x—ln(l—i—m), x > 0). Die Reihe
Py % ist konvergent, und damit (Majorantenkriterium) auch die Reihe > ", In (1+ 4]2%1)

1
_45%

Weil die Exponentialfunktion stetig ist, existiert dann auch lim,_ [] =1 TP T
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