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Losungen

Aufgabe 1 (6 Punkte): a) Seien 71, 72,73 € IR so daB y1a + 12b + 73¢ = 0 € IR?, daB heisst,

1 2 2 0
M2 +72|3]+r{6]=10],
3 4 8 0
also
12 2\ /7 0
2 3 6 Y|l =10
3 4 8 Y3 0

Wir berechnen 71,72, v3 mit dem Gaufi’chen Algoritmus (wir kénnen die 0 - Spalte auslassen):

122 3 4 8 3.4 8 3.4 8

236|~[236]~(023% 2]~[01 2

3438 122 og—g 02 -2
3.4 8 34 8 34 8\ [m 0
~[(0 2 =2f~02 —2]; |02 =2][n|=]0
01 2 00 3 00 3/ \ns 0

Losen wir jetzt von unten kriegen wir 3v3 = 0, so 73 = 0. Von der mittleren Zeile kriegen
wir dann 2y, — 273 = 279 = 0, so auch v, = 0. Endlich, von der erste Zeile haben wir
3v1 + 472 + 873 = 311 = 0, also ist y; = 0. Als der einzige Losung v = 75 = 3 = 0 ist, sind
a, b, c linear unabhangige.

b) Wenn v1b + y2¢ + v3d = 0, dann

2 2 2 " 0

3 6 5 vl =10

4 8 7 Y3 0

Wir benutzen den Gaufi’chen Algoritmus:

2 2 2 4 8 7 4 8 7 4 8 7
365|~([365]~]0 0 —3|~[00 -1
487 2 2 2 0 -2 -3 02 3
4 8 7 4 8 7 0
~10 2 3 |; 0 2 3 0
00 —1 00 0

Von unten: —vy3 =0, 50 73 = 0; 27 + 373 =27 =0, 80 72 = 0; 4v1 + 872 + Ty3 = 4y = 0, so
~v1 = 0. Damit sind b, ¢, d linear unabhangige.



¢) 11a + y2c + y3d = 0;

1 2 3\ (% 0

26 5)(n|=10];:

38 7) \ns 0
12 2 387 3.8 7 387
2 6 5|~[265]~10 2 3 |~[021
387 123 0 -2 —3 021
387 3 87\ [(m 0
~(0 2 1]; (02 1][xn]=]|0
000 00 0/ \ns 0

Man sieht, daB (71,72, 73) eine Losung ist, wenn man zuerst 3 (beliebig) wéhlt, dann 5 so daf
275 + 73 = 0, und endlich 4, so dal 3y; + 8y2 + 7y3 = 0; man findet also daB fiir alle t € IR

71 -1
Yl =t|—3
V3 1

eine Losung ist; die sind auch alle Losungen. Also sind a, ¢, d nicht linear unabhangige - die sind
linear abhdngige. Mit z.B. t =2 ist —2a—c+2d =0, sodaBB a = d — %c; c=2d—2a;d=a+ %c.

Aufgabe 2 (4 Punkte):

1 0 314 2 4 0|16 2 4 0]16
2 4 016 ~(1 0 3/14)~10 -2 3|6
0 2 3|18 0 2 3|18 0 2 3|18

2 4 0]16 2 4 0 T 16

~ 10 =2 3] 6 |; 0 -2 3 o | =1 6

0 0 6|24 0 0 6 Z3 24

Von unten: 6x3 = 24, so x3 = 4. Dann —2x9 4+ 323 = —2x5 + 12 = 6, so x5 = 3. Endlich
2wy + 4wy = 221 + 12 = 16, so xy = 2. Es gibt also eine Losung, nahmlich

2
r=13
4
Wir checken:
10 3\ /2 2+3-4 14
2 40)(3|=(2-2+4-3]) =116
02 3/ \4 2-34+3-4 18
Aufgabe 3 (6 Punkte):
1 23 4/ 4 45 6 710 45 6 7[10
2 3456 2 3 4 56 04 1 21
345 68 345 6]8 0 ; 2 22
45 6 710 1 23 44 03 ¢ 3
45 6 710 45 6 710 45 6 710
01 2 32 036 9/6 036 9 6
01 2 32 01 2 32 000 0[O0
036 96 01 2 32 00000




Von unten: wir konnen x4 und z3 beliebig wahlen, dann sind die zwei letzte Gleichungen
immernoch erfiilt (0 = 0). Setzen wir z4 = s € IR,z3 = ¢t € IR, dann folgt von der zweite
Zeile 3xy + 623 + 924 = 6, also 9 = 2 — 223 — 34 = 2 — 2t — 3s, und von der erste Zeile,
4xq + bxy + 623+ T2y = 10, also 4x1 = 10 — by — 623 — Ty = 4t +8s, so dafl x1 =t +2s. Also
ist die vollstandige Losung

T t+ 2s 0 1 2
o |  |2—-2t—-3s| |2 —2 -3
o | = ; =10 +t 1 + s 0 , s, telR.
Ty s 0 0 1
c¢) Die gleiche Berechnung wie in b) fithrt zu
4 5 6 7 1 0
036 9|[z]| o
0000 z3] |0
00 0 0/ \z4 0

Wieder kann man x3(=t € IR) und z4(= s € R) beliebig wéhlen. Von der zweite Zeile folgt
3xg + 6t 4+ 9s, also x9 = —2t — 3s, und von der erste, 4z + 5(—2t — 3s) + 6t + 7s = 0, also
x1 =t + 2s. Die vollstandige Losung ist also

T 1 2
512'2_—2 -3
s —t1+30 , s,telR.
xy) 0 1
Test:
123 4 1 0
2 3 45| [-2] |o
3456 1] o)
456 7 0 0
123 4 9 0
2 345|[-3] |o
3456 o| ol
456 7 1 0
1 2 3 4\ /0 4
2 3 45|[2] (6
34560 (s
456 7/ \o 10
Damit ist
12 3 4 1 9 123 4 1 12 3 4 9
23 45| =2, 3|V |23 as| 2|, [2345][3
3456 1 1 o '3 45 6 1 13 4 5 6 0
456 7 0 1 456 7 0 456 7 1
0 0 0
—t0+30—0
"o ol " lo]|
0 0 0



und

123 4 0 1 9 123 4\ /0
9 3 4 5 9 9 3 93 4 5|2
345 6 ol T i ol (T3 45 6]]0
156 7) | \o 1 156 7/ \o
12 3 4 1 9 4 0 4
s a2 s U e o] e
345 6 1 1 0 18 of = | 8
4567 0 1 10 0 10

a) Laut Skript gilt dim(U) = 4 — Rang(A), wo U die Menge der Losungen des homogenen
Gleichungssystem ist. Wir haben dim(U) = 2 (der Anzahl von Basisvektoren - die zwei die
nach s und ¢ stehen). Also ist Rang(A) = 2.

Aufgabe 4 (8 Punkte): a) Wir nehmen zuerst an, es gibt s € IR so dal a = sb (d.h., a
und b sind parallel). Seien x,y € A == {a+tb|t € R}, A € R, dann sind z = a + t1b,y =
a + tab, tq,t2 € IR, und damit

r+y=a+ (t1ib+teb+a)=a+ (t1 +t2+ s)b € A,
A =Xda+Mib=a+(A—1a+AXib=a+ ((A—1)s+ M;)b € A

Die beide Vektoren x + y und Ax gehoren A weil sie sich darstellen lassen als a + tb fiir ein
t € R (fiir x +y haben wir t = t; +to + s, fur Az ist t = (A — 1)s + At;). Also ist A in diesem
Fall eine lineare Unterraum (eine Gerade durch den Ursprung, mit richtung b).

Wenn die Vektoren a und b nicht parallel sind, dann ist, mit x = a +t;0 € A, X € IR,
AT = Aa + Atqb.

Dies lasst sich nicht als a + tb schreiben fiir ein t € IR (denn dann wére a = sb mit s =
(t — My)/(1 —A)). Also ist Az nicht in A, und damit ist A in diesemn Fall nicht eine lineare
Unterraum.

b) Seien z,y € B := {ta+ sb|s,t € IR} und A € IR. Dann ist

r=tia+sb , t,s €IR,
Y = t2a+82b , 19,80 € ]:R,

und damit
r+y=(ti +ta)a+ (s1+s2)be B
(x + y lasst sich als sa + tb schreiben, mit ¢ :=t; + ¢, 5 := $; + $2), und
Ax = (At1)a + (As1)b € B,

so B ist eine linare Unterraum.

¢) Seien z,y € C := {r € R’ | Az = 0}, A € IR. Das heisst, Az = Ay = 0, und damit (durch

linearitet von Matrix-multiplikation)
Alr+y)=Ar+Ay=0+0=0,
so x +y € C. Weiter haben wir

A(Az) = MAz) =X-0=0,



so da3 Ax € C' - damit ist C' eine lineare Unterraum.

d)

Sei x € D :={ra+sb+tc|r,s,t € R;r+s+t=1},x # 0. Dann ist, bei der Dreicecksun-
gleichung,

2| < rla| + s[b| + t|e| < rmax{]al, [b], |c[} + smax{|al, |b], |c[} + ¢t max{[al, [],[c|} (1)
= (s +r+t)max{|al, |b], |c|} = max{|a|, |b],|c|} (alsr+s+t=1).

2 max{|al,|b],|

Sei jetzt \ = & C\}’ dann ist

| Az| = M| = 2max{]al, [b], |c[} = max{]al, [b], |c|}, (2)
und damit kann Az nicht die ungleichung (1) erfiillen, und damit nicht in D liegen, ausser wenn
a =b = c (so daBl max{|al|, |b],|c|} = 0 und gleichung in (2) gilt). Damit ist D kein lineare

Unterraum ausser wenn a = b = ¢ = 0; in diesem fall ist D = {0} und damit eine lineare
Unterraum. (Eine Zeichnung machen ist eine gute Idee!)
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