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Losungen

Aufgabe 1: a) Mit f(z,y) = In(z% + 9?), (z,y) € R*\ {(z,y)}:

3_f_ 2x '32f_2(x2+y2)—2x~2m_2(y2—x2)

Or  x2+y? Ox2 (22 + y2)2 (224 y2)?
of = 2y Pf 2@ +yP)-2y-2y  2(2° -y
Jy o2 4 y27 Oy? - (:L,Q + y2)2 - ($2 + y2)27
Af:— of OF _ 20y —a?) | 2@ —yP) _
92 dy? - (a:'2+y2)2 (:U2+y2)2 -
(alles fiir jedes (x,y) # (0,0)). Also ist f harmonisch.
Mit g(z,y) = e*(x cos(y) — ysin(y)), (z,y) € R*:
99 _ , . . P9 _ .
5, = € (@eos(y) —ysin(y)) + e cos(y); 5-5 = e*((z +2) cos(y) —ysin(y)),
2 32
g—zg/ = —€"((z + 1) sin(y) + y cos(y)); g—yg = —€"((x+2)cos(y) —ysin(y)) = _8_:(:2’
ie., % + giyg = 0; also ist auch g harmonisch.
b) Mit f(x,y) = 2° + ax’y® + bay?, (z,y) € R%:
2
% = 52* + 3ax?y® + by*; ﬂ = 202° 4 6axy?,
ox ox?
2
g?ax?’y + dbxy?; —f = 2az® + 12bxy>.
dy dy?
Gefragt wird dafl
*f  *f 3 2 e 2
0=Af:=—+— = (20+2a)z° + (6a + 12b)zy” fiir jedes (x,y) € IR
ox?  Oy?

Die Losung ist a = —10,b = 5, d.h., f(z,y) = 2° — 1023y? + 5zy* (man kontrolliert dafl damit
tatsichlich Af = 0).

. Of 1. Of _ .2 o. Of __ _ 2 _
Aufgabe 2: 5or = 15 50 = @3 — 2 5o = 20073 exp(x3xy — T5) + Toxa(xs — 2) exp(r3xy
Ts5); a% = wox3(73 — 2) exp(w3T4 — T5); 8‘9—;; = —xo(22 — 2) exp(x3r4 — T5).

Punkt (0,0,0,0,0):

5
0
f(l’) = f(070707070) + Z(CEZ - 0)%(07070707(» + R1($17$2,J]3,$4,[E5)

=1 v

:2—|-.CE1'1+5132' —2)+x3'0+$4'0+l’5'0+R1:2+QE1—2$2+R1($1,$2,$3,$4,1‘5).



Punkt (1,1,1,2,2):

5
f( ) 171a172 2 +Z 1717172 2 +Z y Ly 4y )+R1(l’1,$2,$3,l’4,1‘5)
i=4

:2+1+1u—2ymm2—2y+@1—n-1+@@—1xy—m
+ (x5 — 1)[2exp(2 — 2) + 2(1 — 2) exp(2 — 2)] + (x4 — 2) - 1 - (1 — 2) exp(0)
+ (25 —2)[ — 1(1 — 2) exp(0)] + R1(1,1,1,2,2)

=11 — Ty — Ty + T5 + 2+ Ry(x1, T2, T3, Ty, Ts).

Aufgabe 3: a):

% = 2 cos(z)( — sin(x)) cos*(y) = —2sin(x) cos(z) cos®(y) = — sin(2z) cos®(y),
% = —2cos(2z) cos?(y), % = 4sin(22) cos?(y),
8?;2(;; = a%( — sin(2z) cos*(y)) = ( —sin(2z)) - 2 cos(y) ( — sin(y)) = sin(2z) sin(2y),
% = a%(sin(zz:) sin(2y)) = 2sin(2x) cos(2y),
% = a%( — 2cos(2z) cos*(y)) = (— 2cos(2x)) (2 cos(y)(—sin(y)) = 2 cos(2z) sin(2y)
g—z = cos?(z) - 2 cos(y) ( — sin(y)) = — cos®(z) sin(2y), %{ = —2cos*(z) cos(2y),
giy]; = a%< — 2cos(2y) cos®(z)) = 4sin(2y) cos*();

(FL_O5 0 05 O 0 O 9
0xdy  Oydxr’ 0x20y  Oxdydx  Oydx? 0xdy®:  Oydxdy  Oy20x/’

Damit ist die Taylor-Entwicklung von f um (0, 0) bis einschlielich der Glieder 2. Ordnung:

of of o*f
FH0.0)+ (1= 0)5H0,0) + e =0}z = 05500

0% f 1 o*f
m(0,0)+§( y—0)(y— 0)8 5
:1+x-0—|—y-0+%xz(—Q-l-l)—l—w-y-O

[z, y) = £(0,0) + (z - 0)
4_%.2@_())@_()) (0,0) + Ra(z,y)
+ %yQ(—Q 1-1) + Ro(w,y) = 1 — 2 — y* + Ro(z,y).

Als a = (0,0) haben wir a+6(x—a) = 0(z,y) = (0z,0y),0 < § < 1. Damit ist eine Darstellung
des Restgliedes:

0% f 9 f

Ra(a.y) = g5 [(@ = 055 62,09) +3( = 0y = 0)5 (0. 01)
o= Oy = 0P 0.00) + (s — 05 L (00,0

2
= §:v3 sin(20x) cos®(fy) + 2y cos(20x) sin(20y)

2
+ zy? sin(20z) cos(20y) + §y3 cos?(0z) sin(20y).



b): Wir beniitzen daf8 |sin(t)| < |¢], |cos(t) <1, und 0 < 0 < 1:

Ro(o)| < Slaf’ - 262] -1+ laly| -1+ |26y
+lallyPi20e] -1+ Syl - 20y -1
< Slal* + 20 Pl + 2aPly + ol = Slel* + Pl + Syl
< 2t Al Pyl + 20y = 2((122)" + () +2(12) (191?) )
= 2(|a* + |y*)"
Mit der Taschenrechner findet man, mit Py(z,y) =1 — 22 — y*:

£(0.1,0.2) = 0.95095716705....,
P»(0.1,0.2) = 0.95,

|R5(0.1,0.2)] < 2((0.1)% 4 (0.2)%) = 0.005.
Von f(z,y) = Pa(z,y)+Ra(z,y), |Re(z,y)| < 2(|x!2+|y\2)2, wiirde man also finden f(0.1,0.2) =
0.95 £ 0.005. Wir sechen, dafl der richtige Wert von f(0.1,0.2) tatsdchlich im interval [0.95 —

0.005,0.95 + 0.005] liegt. Bemerk, daf§ 0.005 ungefahr 0.5% von 0.95 ist - also ist der wert von
P, im Punkt (0.1,0.2) eine ziemlich gute Anndherung zur f(0.1,0.2).
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