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Lösungen

Aufgabe 1: a) ∂f
∂x

(x, y) = y2 ∂
∂x

[
(x− 1)3

]
= y2 · 3(x− 1)2 = 3y2(x− 1)2.

∂f
∂y

(x, y) = (x− 1)3 ∂
∂y

[y2] = 2y(x− 1)3.

b) ∂f
∂x

(x, y) = 1
y2+1

∂
∂x

[
x2 + y

]
= 2x

y2+1
.

∂f
∂y

(x, y) =
y2+1 ∂

∂y
[x2+y]−(x2+y) ∂

∂y
[y2+1]

(y2+1)2
= −y2−2yx2+1

(y2+1)2
.

c) ∂f
∂x

(x, y) = ∂
∂x

[x3] · sin(xy) + x3 ∂
∂x

[sin(xy)] = 3x2 sin(xy) + yx3 cos(xy).
∂f
∂y

(x, y) = x3 ∂
∂y

[sin(xy)] = x4 cos(xy).

Aufgabe 2: ∂f
∂x

(x, y) = 3x2y + ey2
; ∂f

∂y
(x, y) = x3 + 2xyey2

; ∂2f
∂x2 (x, y) = ∂

∂x
[3x2y + ey2

] =

6xy; ∂2f
∂y∂x

(x, y) = ∂
∂y

[3x2y + ey2
] = 3x2 + 2yey2

; ∂2f
∂y2 (x, y) = ∂

∂y
[x3 + 2xyey2

] = 2x(1 +

2y2)ey2
; ∂2f

∂x∂y
(x, y) = ∂

∂x
[x3 + 2xyey2

] = 3x2 + 2yey2
(= ∂2f

∂y∂x
(x, y)). Alle die ausgerechnete

partielle Ableitungen sind in ganz IR2 stetig: Die sind alle von stetigen Funktionen zusam-
mengesetzt. Die Funktionen (x, y) 7→ x und (x, y) 7→ y sind stetig, Produckten und Summen
von stetigen Funtkionen sind stetig, und t 7→ et ist stetig. Verknüpfungen von stetigen Funk-
tionen sind auch stetig.

Aufgabe 3: ∂f
∂x

(x, y) = yxy−1; ∂2f
∂x2 (x, y) = y(y − 1)xy−2. Verwende jetzt daß

d

dt
(at) =

d

dt
(et ln(a)) = ln(a) · et ln(a) = at ln(a),

dann: ∂f
∂y

(x, y) = xy ln(x); ∂2f
∂y2 (x, y) = xy(ln(x))2; ∂2f

∂x∂y
(x, y) = ∂

∂x
(xy ln(x)) = yxy−1 ln(x) +

xy 1
x

= (y ln(x) + 1)xy−1; ∂2f
∂y∂x

(x, y) = ∂
∂y

(yxy−1) = xy−1 + y ∂
∂y

[xy−1] = xy−1 + y 1
x

∂
∂y

(xy) =

xy−1 + y
x
xy ln(x) = (y ln(x) + 1)xy−1 (= ∂2f

∂x∂y
(x, y)).

Aufgabe 4: Für (x, y) 6= (0, 0):

∂f

∂x
(x, y) = y

x2 − y2

x2 + y2
+ xy

2x(x2 + y2)− 2x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

yx4 − y5 + 4x2y3

(x2 + y2)2
,

∂f

∂y
(x, y) = x

x2 − y2

x2 + y2
+ xy

−2y(x2 + y2)− 2y(x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

x5 − xy4 − 4y2x3

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂

∂y

[yx4 − y5 + 4x2y3

(x2 + y2)2

]
=

(x4 − 5y4 + 12x2y2)(x2 + y2)2

(x2 + y2)4

− (yx4 − y5 + 4x2y3) · 2(x2 + y2) · 2y
(x2 + y2)4

=
x6 − y6 + 9x4y2 − 9x2y4

(x2 + y2)3
,

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂x

[x5 − xy4 − 4y2x3

(x2 + y2)2

]
=

(5x4 − y4 − 12y2x2)(x2 + y2)

(x2 + y2)4

− (x5 − xy4 − 4y2x3) · 2(x2 + y2) · 2x
(x2 + y2)4

=
x6 − y6 + 9x4y2 − 9x2y4

(x2 + y2)3
.



Im Punkt (0, 0) müssen wir die Definition verwenden:

∂f

∂x
(0, 0) := lim

x→0,x 6=0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0,x 6=0

x · 0 · x2−02

x2+02 − 0

x− 0
= lim

x→0,x 6=0
0 = 0,

∂f

∂y
(0, 0) := lim

y→0,y 6=0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= lim

x→0,x 6=0
0 = 0,

∂2f

∂y∂x
(0, 0) := lim

y→0,y 6=0

∂f
∂x

(0, y)− ∂f
∂x

(0, 0)

y − 0
= lim

y→0,y 6=0

y·04−y5+4·02·y2

(02+y2)2
− 0

y − 0

= lim
y→0,y 6=0

−y5

y4

y
= lim

y→0,y 6=0
(−1) = −1,

∂2f

∂x∂y
(0, 0) := lim

x→0,x 6=0

∂f
∂y

(x, 0)− ∂f
∂y

(0, 0)

x− 0
= lim

x→0,x 6=0

x5

x4

x
= lim

x→0,x 6=0
1 = 1.

Das heißt, ∂2f
∂x∂y

und ∂2f
∂y∂x

existieren in ganz IR2, und

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

{
x6−y6+9x4y2−9x2y4

(x2+y2)3
, (x, y) 6= (0, 0),

1 , (x, y) = (0, 0)

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

{
x6−y6+9x4y2−9x2y4

(x2+y2)3
, (x, y) 6= (0, 0),

−1 , (x, y) = (0, 0).

Also ist fxy(x
∗, y∗) = fyx(x

∗, y∗) für alle (x∗, y∗) ∈ IR2 \ {(0, 0)}.
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