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Losungen

Aufgabe 1 (14+2+41+1 Punkte):

a) Wir bemerken zuerst, daB limy (1 + $)¥ = ¢* = 20.1. Insbesonders, es gibt N € N so
daB 0 < (1+ 2)% <21 wenn k > N. Als |[(—1)%*(1 + %)| < 2 fiir jedes k € IN, haben wir, fiir
k> N,

lak| = y/ 22 + y2 < V22 + 212 = V445 < 22.

Damit ist die Folge beschrankt: man nimmt K = max{|ay|, |as|, ..., |lan|, 22}, dann ist |ax| < K
fiir jedes k € IN.

b) Von oben haben wir, daf§

m=(+ 2k e koo (1)
Anderseits,
1+ 1%2 k gerade,
Tr =
. —(1+ 45) K ungerade,
so daf3
Tom — 1 , m— 00 (2)
Tomi1 — —1 , m — oo. (3)

Die Folge {xy }rew C IR hat also zwei Haufungspunkte. Wir beweisen dafl die Folge {ay }ren C
IR? dann die zwei Hiufungspunkte (—1,¢*) € IR? und (1,e%) € IR* hat. Die Definition einer
Héufungspunkt ist: « ist ein Haufungspunkt fiir {as }renw wenn, und nur wenn,

Ve > 0: Es gibt unendlich viele n € IN mit a, € K. (a),

wo K (a) = {z € R?| |z — o < €}.

Von (1) gilt daB es, fiir jedes € > 0, ein N; € IN gibt so dall k > Ny = |y, — €3] < 75 Aus (2)
folgt es, daB es, fiir jedes € > 0, ein Ny € IN gibt, so dal 2m > Ny = |9, — 1| < \/Li Also hat
man, dal wenn k € IN gerade ist, und k > max{Ny, N>}, dann ist

€ 2 € 2
ap — (1,3 = /(zr — 1) + —e3)2 < — )+ (—=) =e¢,
o = (1.6 = Vi =P G P < [(J5)"+ ()
also ist ap € K.((1,€?)). Solche k’s (die gerade sind, und grosser als max{N;, Ny} sind) gibt es
unendlich viele - also is (1, e?®) ein Haufungspunkt. Auf gleicher Weise beweisst man, daf§ auch
(—1,€?) ein Haufungspunkt ist, indem man statt (2), (3) verwendet.



c¢) Nein: laut Skript ist eine Folge konvergent wenn, und nur wenn, es beschrankt ist, und genau
eine Haufungspunkt hat. Also kann die Folge nicht konvergent sein.

d) Man bemerkt, daf die Folge {|zy|}ren konvergent ist: |zx] =1+ 5 — 1,k — co. Auch
die Folge {yx }ren ist konvergent, wie oben schon benutzt worden ist: y, — €*, k — oco. Damit
konvergieren die zwei Koordinat-folgen von der Punktfolge {b; }ren, und damit die Folge selber,
laut Aufgabe 4 unten: wir haben b, — (1,¢e3),k — oo.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Wenn (z,y) € K((0,0)), dann ist 2* < 22 4+ ¢?, so daB |z| <
Va?+y? = |(x,y)| < 2. Auf gleicher Weise kriegt man da8 |y| < 2, wenn (z,y) € K»((0,0)).
Also hat man, fiir (z,y) € K5((0,0)),

|fz,y)| = [32% = Ty + 2zy| < 3|z)* + T|y|* + 22| |y] <3-22+7-2°+2.2.2=76.
Damit gilt daf die Menge {f(z,y) | (z,y) € K2((0,0))} beschréinkt ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte): Es gilt, fiir jedes a,b € IR", daf} |a + b| < |a| + |b], weil | - | ein Norm
ist. Mit @ = z — y, b = y kriegt man

] = |(z —y) Tyl = la+b] < |a[ + [b] = [z —y| + |y].
Das heisst, da |z| — |y| < |z — y|. Auf der andere Seite, mit a = y — z,b = = kriegt man
yl = [(y — ) + 2] = |a[ + |b] <la| +[b] = |y — =] + || = [z — y| + |,

Die letzte Gleichung wieder weil | - | ein Norm ist. Das gibt also |y| — |z| < |z —y|. Als
— (]~ [yl) = Iy] - la], haben wir also || - [y] < |z | und — (2|  |g]) < |z~ 9| - und damit
[lz] = lyl| < |z —yl.

Aufgabe 4 (5 Punkte): =: Angenommen wird also da8 a — «,k — oo. Das heisst, laut
Skript (Satz in §Punktfolgen), gilt:

Ve>03dN eIN:k>N=|ap —a| <e

Jetzt ist aber (fiir jedes i € {1,...,n}), mit ar = ((ag)1, (ax)2, .- -, (ar))) € R",

n

2
’(ak)z - ail < ((ak)j - Oéj) = ]ak — og’ < €
—

J

wenn k > N. Das heisst, fir jedes i € {1,...,n} gilt (ax); — a;, k — oc.
<: Angenommen wird da8 fiir jedes i € {1,...,n} und jedes € > 0 gibt es N; so daf

k>N = |(a)i — o] < %
(Man bemerkt, da§ N; durchaus von ¢ abhéngen kann.) Sei jetzt N = max{Ny,..., N,}. Wenn
k> N, dann ist k > N; fiir jedes ¢ € {1,...,n}, so daB |(ax); —a;| < = fiir jedes 1 € {1,...,n}
gilt. Also ist, wenn k& > N,

n n

lax — | = Z((ak)j—aj)2< Z(%)Q: n-%:e.

=1 =1

Das heisst, ap — a, k — oo.
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