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Losungen

! / /
Aufgabe 1 (5 Punkte): a). Wir verwenden (%) = hggghg (MAZZZAN) 50 dafB

i = (

_ 2zcos’z — (2* +1) - (—sinzcosz) 2zcosx +2(x? 4 1)sinz

2+ 1)’ 2z -cos’x — (2° + 1)(cos® x)’

cos? x cost x

cos* x cos®
b) Wir verwenden (mehrere Male!) die Kettenregel (f(g(:v)))/ = f'(g9(x)) - ¢'(z), so daB
1 / a 1
f(x)=a- A2+ Ver +1) = (204 ——— - (" + 1)
2y x2 ++/er + 1 < ) 2y x2 ++/er* + 1 ( 2ver +1 ( >

a ( e’
= 24— ).
2v/22 4+ Vet +1 2ver +1
c) Wir verwenden die Kettenregel, und (h - g)' = h'g + fg’:
f'(z) = 5z* - (ln(5x3))2 +2° - 2In(52%) - (ln(5x3))/

1

= 5$4(1n(5x3))2 + 22° In(52°) - F(&Bg’)'
T

1522

ba3

= 5x4(ln(5x3))2 + 62" In(52”) = 2* In(52°) (5 In(52°) + 6).

= 5x4(1n(5x3))2 + 22° In(52°) -

d)
1 /
"(z) = 322 In(Vcos 2z + 1) + (23 4 2) ——— - cos2x + +
) = 3 (Voo B )+ 07 4 2) o (VenZi )
= 32°In (Vcos2z + 1) + ﬂ(\/cos 22 - 2(—sin 2z) — %)
x 2\/cos2m—l—% x
3+ 2 sin 2x 1
= 3221n (Veos 2z + L) — ( — —).
( ) Voo I\ Vewar )

f/(x) = —sin( eﬁ) . ( 6\/5)’ . Siﬂ(?ex) + cos (\/ﬁ) -COS(76z) LT

= —sin(7e”) sin (Vev?) - L (e¥®)" + Te” cos(7e”) cos (V eve)
2V eV
= —sin(7e”) sin (Vev?) 2\/e%€ﬁ(\/5)l + 7e" cos(7e”) cos (Vev?)

1
2\/‘8%6\/%' NG + Te" cos(Te") cos (Vev?)

eV sin(7e”) sin (Vev)
4y/TVeVE

= — —sin(7e”) sin (V ev?)

+ Te" cos(7e”) cos (Vev?).



Aufgabe 2 (Punkte): Wir miissen in jedem Fall die Formel P (z) = f(zo) + f'(z0)(z — xo) +
21" (z0) (2 — 0)? verwenden, mit zo = 4.

a)
f(4) =4In(1) + V1 +8 = 3;

1 2
"(z) =In(z — 3) + x - =
f'(z) =In(x —3)+ =z x—3+2 o
T 1 4 1 13
—In(z—3 . f@=lnlt— t— =2
—6 1 —6 1
f(@) = - 2+2(_%) == 2 ,
(x —3) (1+22)y1+2r (v—3) (14 2z)V/1+ 2z
1 1 28
//4__ _ _ ) = -
f7(4) oo o = "5
13 1 28 1
P — - _4 (= — — 2:—— 2 4 —1 4
5 () 3+3($ )+2( 27)(93 5) 54( 55z 4+ 674x — 1654)

b) Man bemerkt, dafl f schon eine Quadratisches Polynom ist, und deswegen ist gleich Py(x) =
f(x) = —42% + 37z + 3. Man kann auch blod hinrechnen:

F(4)=37-4—4-16+3 = 8T;
Fla)=37—8; f(4)=8T—8-4=5 f'(a) =8 f'(4)=—8

Pa(a) = 87 +5(z —4) + 3 - (=8)(x — 4> = 42 4 370 + 3 = [(x)

F)= =5t S =gt = ) = =
F@) = (=3)=gld = s W= i =
Py(z) = % — %(:p —4) + 51—‘;’8(33 —4)? = %(3:52 — 40z + 240).
a)
) =0 ) =cos(77) = gsin () f@)=0;
@) = =g sin () = goin () = gl —Heos () - 5
=T () - T eos () ) =T
PQ(x):O+0-(x—4)+%(—%)(a:—4)2: —g(x2—8x+16).

Aufgabe 3 (5 Punkte): Wir verwenden partielle Integration: [ fg = Fg — [ Fg/, wobei
F'=f.

a) Mit f(z) =sinz, g(x) = cosa:

/sin:vcosxd:v:—cosxcosx—/—cosm(—sinx)dw:—Cos2x—/sina:cosxda7.

Wir haben nichts gewonnen! - Das Integral bleibt gleich - aber! - Tut es auf der an-
dere Seite (und Integrationskonstante addieren), dann: 2 [sinzcoszdr = —cos®z, so daB



[sinzcoszdr = —3 cos’x + C. Setzt man am Anfang f(z) = cosz, g(x) = sinz, so kriegt
man

/sinxcosxdx =sinzsinz —/—cosx(—sinx) dz
so dafl [ sinzcoszdr = %sin2 z + C. Als sin? z 4+ cos” = 1, hat man

1 1 ~ ~ 1
%sin%:—l—C:5(1—0082x)+05—§(:0823:+0 , C:§+C.

k

b) Ahnlich kriegt man, mit f(z) = cos(x); F(z) = sinz; g(z) = sin® z; ¢'(z) = ksin* ! z cos z,

/sink x cos x dr = sin x sin® z — /(sin z)ksin®* 'z cosx dr = sin*ttx — k / sin® 2 cos x dz,

so daB ['sin"zcoszdr = 5 sin* 2. (Wenn man b) zuerst 16st, hat man natiirlich gleich a)

gelOst; einfach k = 1 einsetzen).
¢) Man setzt f(z) =In(z), g(z) = In(z), dann ist F(z) = zIn(z) — z, ¢’(x) = 1. Das erste sicht
man auch durch partielle Integration:

/m@mx:/1ummmzﬂm@—/xﬂwx:mm@—/1wzxm@—m

T

Jetzt ist also
1

/(ln(x))2 dr = /(ln(x))(ln(:c)) dz = (zIn(z) — ) In(z) — / (zln(z) — z) - - dx
= 2(In(z))* — zIn(z) — /ln(a:) dx + / ldx
= z(In(z))’ — zIn(z) — (zIn(z) — z) + 2 = 2(In(z))* — 2z In(z) + 2z.
Kontrolle:

(+(n(2))? ~ 20n(z) +22) =1+ ((@))? + - ((@)) —2-In(e) ~ 22~ +2

:amwy+m.mm@‘é—zm@g—2+2:am@f.

Aufgabe 4 (5 Punkte): a) Die Folge a,, = m ist positiv fiir jedes x € IR, und abnehmend:

1 1
>
[z +n " o[+ (n+1)

n<n+l=|z|+n<|z|+(n+1)= =y > Apg.

Daher ist > 7, % = > > (=1)"a, konvergent, als es eine alternierende Reihe mit ab-

nehmende (in Absolutbetrag) Gliedern ist (Leibniz-Kriterium).
b) Man bemerkt dafl

5—2n°+6n*/n 2n® — 6n%/n — 5

= (-1 = (—1)ay,
n? + 4n®\/n + 3n? ( >4n5\/ﬁ+10n2 (=1)a

und dafl
10n* < 4n’/n (fiir n > 2)

1 )
5§2—n5 (fir n > 1)

1
6n°v/n < §n5 (fiir n > 2),



so daf (fiir n > 2)

< 2nd — %nS — %n5 nd 11

an > = = ——.

andy/n+4ndy/n 8ndy\/n  8/n

Aber >°° L ist divergent - damit >"°° . a,, auch, und damit auch >"°° . (—a,,). Die angegebene
n=1 \/n n=1 n=1

Reihe ist also nicht konvergent.

c¢) Die Aufgabe ist nicht ganz eindeutlich formuliert. Versteht man
2"(nl)®  27(n!)®>  27(n!)?
(4n!) — 4(n!) 4

ist die Reihe natiirlich nicht konvergent.

>1 , firn>2

Es sollte aber 27(1233 stehen. Dann ist

(An)! = (4n)(4n—1)---(dn—n)(dn — (n+1))---(4dn —2n)(4n — (2n+1)) - --
--(4n—3n)(4n—(3n+1))---3-2-1,

und
n! n!
(n—3n)--3-2-1 nm—1)--2.1 "
n! :n(n—l)(n—Z)---2-1<1.
(4n —2n)(4n — (2n+1))---(dn—Bn—-1)) (2n)2n—-1)---(n+1) =~
n! _nn—-1)(n—-2)---2-1
(4n—n)dn—(n+1)---dAn—-2n—-1)) Gn)Bn—-1)---2n+1) =~
so daf

28 (nt)* _ " 22 2
(4n)l = (4n)(dn—1)---(dn— (n—1)) 4ndn—1  3n+1

< % fiir jedes n > 1, so

3+k—

2 2 2 2 2 11— 1 < 1
dndn—1  3n+1 " 4ndn—1 Cn(dn —1) T n?
Das heisst, 2.0 D < - fiir jedes n € IN, und als Y~ | & konvergent ist, ist auch 2n("')
Tan n=17n T

konvergent.

d) Man bemerkt, da n 4+ 3 > n, und da} 5 < %n fiir n > 10 gilt. Das heisst, fiir jedes n > 10
hat man

10 10 20

(n+3)(n—75) = n(in—2in)  n?

2

Als >0 = konvergent ist (und damit auch Y7, 23), ist auch »_ 7, m konvergent.

¢) Als (In(z))’ = 2 > 0,z > 0, ist In(z) eine wachsende Funktion. Damit hat man (n > 16
sichert dafl das alles wohldefiniert ist)

n<n+l=Inn<lnn+1)=In(lnn) <In(ln(n+ 1))
1 1
m(n(nn) — m(n(n(m + 1)

als alternierende Reihe mit (im Absolutbetrag) abnehmende Gleidern

= In(In(lnn)) < In(In(ln(n + 1))) =

_1 n
Daher ist )7 | In ln(ll)'1n))
konvergent (Leibniz-Kriterium).
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