
MATHEMATISCHES INSTITUT SoSe 2004
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Lösungen

Aufgabe 1 (5 Punkte): a). Wir verwenden
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c) Wir verwenden die Kettenregel, und (h · g)′ = h′g + fg′:
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Aufgabe 2 (Punkte): Wir müssen in jedem Fall die Formel P2(x) = f(x0)+ f ′(x0)(x−x0)+
1
2
f ′′(x0)(x− x0)

2 verwenden, mit x0 = 4.

a)

f(4) = 4 ln(1) +
√

1 + 8 = 3;

f ′(x) = ln(x− 3) + x · 1
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b) Man bemerkt, daß f schon eine Quadratisches Polynom ist, und deswegen ist gleich P2(x) =
f(x) = −4x2 + 37x + 3. Man kann auch blöd hinrechnen:

f(4) = 37 · 4− 4 · 16 + 3 = 87;

f ′(x) = 37− 8x; f ′(4) = 37− 8 · 4 = 5; f ′′(x) = −8; f ′′(4) = −8;

P2(x) = 87 + 5(x− 4) +
1

2
· (−8)(x− 4)2 = −4x2 + 37x + 3 ≡ f(x).
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Aufgabe 3 (5 Punkte): Wir verwenden partielle Integration:
∫

fg = Fg −
∫

Fg′, wobei
F ′ = f .

a) Mit f(x) = sin x, g(x) = cos x:∫
sin x cos x dx = − cos x cos x−

∫
− cos x(− sin x) dx = − cos2 x−

∫
sin x cos x dx.

Wir haben nichts gewonnen! - Das Integral bleibt gleich - aber! - Tut es auf der an-
dere Seite (und Integrationskonstante addieren), dann: 2

∫
sin x cos x dx = − cos2 x, so daß



∫
sin x cos x dx = −1

2
cos2 x + C. Setzt man am Anfang f(x) = cos x, g(x) = sin x, so kriegt

man ∫
sin x cos x dx = sin x sin x−

∫
− cos x(− sin x) dx

so daß
∫

sinx cos x dx = 1
2
sin2 x + C. Als sin2 x + cosx = 1, hat man

1
2
sin2 x + C =

1

2

(
1− cos2 x) + C ≡ −1

2
cos2 x + C̃ , C̃ =

1

2
+ C.

b) Ähnlich kriegt man, mit f(x) = cos(x); F (x) = sin x; g(x) = sink x; g′(x) = k sink−1 x cos x,∫
sink x cos x dx = sin x sink x−

∫
(sin x)k sink−1 x cos x dx = sink+1 x− k

∫
sink x cos x dx,

so daß
∫

sink x cos x dx = 1
k+1

sink+1 x. (Wenn man b) zuerst löst, hat man natürlich gleich a)
gelöst; einfach k = 1 einsetzen).

c) Man setzt f(x) = ln(x), g(x) = ln(x), dann ist F (x) = x ln(x)−x, g′(x) = 1
x
. Das erste sieht

man auch durch partielle Integration:∫
ln(x) dx =

∫
1 · ln(x) dx = x ln(x)−

∫
x · 1

x
dx = x ln(x)−

∫
1 dx = x ln(x)− x.

Jetzt ist also∫
(ln(x))2 dx =

∫
(ln(x))(ln(x)) dx =

(
x ln(x)− x

)
ln(x)−

∫ (
x ln(x)− x

)
· 1

x
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= x(ln(x))2 − x ln(x)−
∫

ln(x) dx +

∫
1 dx

= x(ln(x))2 − x ln(x)−
(
x ln(x)− x

)
+ x = x(ln(x))2 − 2x ln(x) + 2x.

Kontrolle:(
x(ln(x))2 − 2x ln(x) + 2x

)′
= 1 · (ln(x))2 + x ·

(
(ln(x))2

)′ − 2 · ln(x)− 2x · 1

x
+ 2

= (ln(x))2 + x · 2 ln(x) · 1

x
− 2 ln(x)− 2 + 2 = (ln(x))2.

Aufgabe 4 (5 Punkte): a) Die Folge an = 1
|x|+n

ist positiv für jedes x ∈ IR, und abnehmend:

n < n + 1 ⇒ |x|+ n < |x|+ (n + 1) ⇒ 1

|x|+ n
>

1

|x|+ (n + 1)
⇒ an > an+1.

Daher ist
∑∞

n=1
(−1)n

|x|+n
=

∑∞
n=1(−1)nan konvergent, als es eine alternierende Reihe mit ab-

nehmende (in Absolutbetrag) Gliedern ist (Leibniz-Kriterium).

b) Man bemerkt daß

5− 2n5 + 6n2
√

n

7n2 + 4n5
√
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= (−1)

2n5 − 6n2
√

n− 5

4n5
√
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und daß
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√
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√
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2
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so daß (für n > 2)
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2
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2
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√
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Aber
∑∞

n=1
1√
n

ist divergent - damit
∑∞

n=1 an auch, und damit auch
∑∞

n=1(−an). Die angegebene
Reihe ist also nicht konvergent.

c) Die Aufgabe ist nicht ganz eindeutlich formuliert. Versteht man

2n(n!)3

(4n!)
=

2n(n!)3

4(n!)
=

2n(n!)2

4
> 1 , für n > 2

ist die Reihe natürlich nicht konvergent.

Es sollte aber 2n(n!)3

(4n)!
stehen. Dann ist

(4n)! = (4n)(4n− 1) · · · (4n− n)(4n− (n + 1)) · · · (4n− 2n)(4n− (2n + 1)) · · ·
· · · (4n− 3n)(4n− (3n + 1)) · · · 3 · 2 · 1,

und

n!

(4n− 3n) · · · 3 · 2 · 1
=

n!

n(n− 1) · · · 2 · 1
= 1,

n!
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=

n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1
(2n)(2n− 1) · · · (n + 1)

≤ 1;

n!

(4n− n)(4n− (n + 1)) · · · (4n− (2n− 1))
=

n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1
(3n)(3n− 1) · · · (2n + 1)

≤ 1,

so daß

2n(n!)3

(4n)!
≤ 2n

(4n)(4n− 1) · · · (4n− (n− 1))
=

2

4n

2

4n− 1
· · · 2

3n + 1
.

Jetzt ist 2
3n+k

≤ 1 für jedes n, k ∈ IN, und 1
4n−1

≤ 1
n

für jedes n ≥ 1, so

2

4n

2

4n− 1
· · · 2

3n + 1
≤ 2

4n

2

4n− 1
· 1 · · · 1 =

1

n(4n− 1)
≤ 1

n2
.

Das heisst, 2n(n!)3

(4n)!
≤ 1

n2 für jedes n ∈ IN, und als
∑∞

n=1
1
n2 konvergent ist, ist auch

∑∞
n=1

2n(n!)3

(4n)!

konvergent.

d) Man bemerkt, daß n + 3 > n, und daß 5 ≤ 1
2
n für n ≥ 10 gilt. Das heisst, für jedes n ≥ 10

hat man
10

(n + 3)(n− 5)
≤ 10

n(n− 1
2
n)

=
20

n2
.

Als
∑∞

n=1
1
n2 konvergent ist (und damit auch

∑∞
n=1

20
n2 ), ist auch

∑∞
n=1

10
(n+3)(n−5)

konvergent.

e) Als (ln(x))′ = 1
x

> 0, x > 0, ist ln(x) eine wachsende Funktion. Damit hat man (n ≥ 16
sichert daß das alles wohldefiniert ist)

n < n + 1 ⇒ ln n < ln(n + 1) ⇒ ln(ln n) < ln(ln(n + 1))

⇒ ln(ln(ln n)) < ln(ln(ln(n + 1))) ⇒ 1

ln(ln(ln n))
<

1

ln(ln(ln(n + 1)))
.

Daher ist
∑∞

n=16
(−1)n

ln(ln(ln n))
als alternierende Reihe mit (im Absolutbetrag) abnehmende Gleidern

konvergent (Leibniz-Kriterium).
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