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Aufgabe 1. [5+8 Punkte]

Seien f, g ∈ C[x1, . . . , xn] zwei Polynome. Wir nehmen an, dass die Leitmonome von f und g
(bzgl. einer festen Monomordnung) teilerfremd sind.
Schreibe f = LM(f) + p und g = LM(g) + q mit p, q ∈ C[x1, . . . , xn].
a) Zeige: LM(pg) ̸= LM(qf).

b) Zeige: S(f, g)
{f,g}

= 0, wobei S(f, g) das S-Polynom von f und g bezeichnet.
Hinweis zu b): Ohne Einschränkung können Sie annehmen, dass die Leitkoe�zienten von f und
g gleich 1 sind. Abhängig vom gewählten Lösungsweg ist die Aufgabe a) nützlich.
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Aufgabe 2. [9 Punkte]

Geben Sie ein Beispiel von zwei projektiven Varietäten X und Y über dem Körper C und
von einem Morphismus von projektiven Varietäten f : X → Y an, sodass f bijektiv, aber kein
Isomorphismus ist. Bitte begründen Sie Ihre Antwort.
Hinweis: Ein solches Beispiel existiert bereits für eindimensionale projektive Varietäten X
und Y . Man kann sogar X = P1 nehmen.
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Aufgabe 3. [9 Punkte]

Berechne das Hilbert-Polynom des homogenen Ideals J := ⟨xz, xw, yz, yw⟩ ◁ C[x, y, z, w]. Wie
sieht V (J) geometrisch in P3 aus?
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Aufgabe 4. [10 Punkte]

Seien A und B kommutative Ringe und f : B → A ein Ringhomomorphismus.
Sei f ∗ : SpecA → SpecB der induzierte Morphismus mit f ∗(p) := f−1(p) für alle p ∈ SpecA.
Zeige: Für alle Ideale I von A gilt

V (f−1(I)) = f ∗(V (I)),

wobei standardmäÿig für einen kommutativen Ring R und eine Teilmenge J ⊂ R die Menge
V (J) ⊂ SpecR als {q ∈ SpecR | J ⊂ q} de�niert ist.
Hinweis: Es ist nicht schwer die Inklusion �⊃� zu zeigen.
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Aufgabe 5. [9 Punkte]

Seien X ein topologischer Raum, F und G Prägarben von abelschen Gruppen auf X und
f : F → G ein surjektiver Morphismus von Prägarben. Als F+ und G+ bezeichnen wir die
Garbi�zierungen von F und G.

Zeige: Es gibt einen surjektiven Morphismus F+ → G+ von Garben.
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