B. Dualitat und Adjungierte
In diesem Abschnitt sei H wieder ein Hilbertraum.

(46.6) Satz (Darstellungssatz von Riesz): Die aus 42.1 und 44.1 bekannte
Abbildung j : H — H', w — j,, ist ein semilinearer, isometrischer R-Isomorphismus.

Beweis: j ist wohldefiniert nach 46.3.2° und offensichtlich ist j auch semilinear:
jw+ ') = w4+ ', > =<w, >+ Muw', > = j(w)+ Aj(w'). AuBerdem ist j
isometrisch nach 46.3.2° wegen ||, || = |Jw||. Daher ist j insbesondere auch injektiv.
Die Surjektivitiat von j folgt mit Hilfe einer Hilbertbasis durch 46.3.3°.

Beweisskizze fiir einen alternativen Beweis ohne Verwendung einer Hilbertbasis:
u € H' habe ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Norm 1. Dann gibt es eine
Folge z, € H mit ||z,|| <1 und |u(z,)| — 0. Durch eventuelle Multiplikation von
2z, mit einer komplexe Zahl kann u(z,) € R angenommen werden. AuBerdem ist
p(zn) # 0 fiir n > ng. Wegen

2+ 2 ll” + 20 = 2ll” = 2 [|2all* + 2 2]

(Parallelogrammgesetz fiir <, ») ist (z,) eine Cauchyfolge und konvergiert gegen
einen Vektor w € H. SchlieBlich ldsst sich u(z) = <w, 2> fiir alle z € H zeigen.

Fiir stetige A € B(H) ist auch die Adjungierte
AdA:H — H' ur poA,

wohldefiniert, stetig und linear: Mit u € H’ ist p o A stetig und linear. Und es gilt
IAdA()[| < [l o All |l [[All, also [|Ad AJl < [|A]]

Wie in den Paragrafen 42 und 44:

(46.7) Definition—Satz:
1° Fir A € B(H) ist A* : H — H wohldefiniert {iber

{Az wy =z, A w)

fir alle z,w € H. A* ist linear und beschréankt mit ||A*|| = ||A]|. Es gilt auBerdem
joA*=AdAoj.

2°*:B(H) — B(H), A+ A*, ist semilinearer, isometrischer R—Isomorphis-
mus mit A = A und (Ao B)* = B* o A*. Insbesondere ist * stetig mit Norm 1 und
stetiger Umkehrabbildung *.

3° A € B(H) heifit selbstadjungiert, wenn A = A* gilt.

4° A € B(H) heifit normal, wenn A o A* = A* o A gilt.

Die Beweise zu 46.7 lassen sich aus denen zu 44.2 ablesen.



