§ 46 Lineare Operatoren in Hilbertrdumen

Zusammenfassung

Es geht jetzt um selbstadjungierte Operatoren auf unendlichdimensiona-
len Hilbertriumen, nachdem der endlichdimensionale Fall in den §§42 und
44 abgehandelt worden ist. Um den allgemeinen Fall behandeln zu konnen,
benétigen wir erst einmal ein tiefergehendes Verstdndnis von den Operatoren,
die untersucht werden sollen. Fiir die Anwendungen in der Quantenmecha-
nik und in der Theorie der Differentialgleichungen stehen die selbstadjungier-
ten beschrankten und die selbstadjungierten unbeschrankten Operatoren um
Vordergrund. Wir behandeln hier nur den Fall beschrinkter (d.h. stetiger)
Operatoren, weil der Umfang der Darstellung kurz gehalten werden soll. Des-
halb studieren wir in Teil A zunéchst die Stetigkeit bzw. Beschrianktheit von
linearen Abbildungen auf Hilbertraumen, dann wird in Teil B der Darstel-
lungssatz von Riesz (42.1) (44.1) behandelt, um die Selbstadjungiertheit von
beschréinkten linearen Operatoren zu definieren. Nach einigen Beispielen von
normalen und selbstadjungierten Operatoren in Teil C wird der Spektralsatz
fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren in Teil D vorgestellt. Uber das
Studium von orthogonalen Projektionen und Scharen von solchen Operato-
ren tasten wir uns schliefflich in Teil E an den Spektralsatz fiir allgemeine
selbstadjungierte beschrankte Operatoren auf Hilbertrdumen heran.

A. Stetige und beschrinkte Operatoren auf normierten Riumen

Im folgenden sind X,Y,... normierte Réume iiber K € {R,C} und es sind
H, Hy,... Hilbertraume.

(46.1) Lemma-Definition: Sei 2 C X eine Teilmenge, A : Q — Y eine Abbil-
dung.

1° Aist in x € Q stetig, wenn fiir alle konvergenten Folgen (z,,), =, € €2, mit
lim, o0 T, = x gilt: lim,, o A(z,) = A(x).

2° Aist (auf Q) stetig, wenn A in allen x € ) stetig ist.

3°Esgilt: Ainz € Qstetig<= Ve >030>0YVy e Q:|lz—y|| <=
IA(z) = A@)ll <e (= A(B(z,9)) C B(A(z),e)).

4° A ist stetigauf Q = X <= VU CY : U offen = A71(U) C X offen.

Beweis von 3°: ,=“ Andernfalls existiert ein ¢ > 0 und zu jedem ¢§ = % ein
z, € QN B(x,§) mit [|A(x,) — A(z)]| > € . Also z,, € Q mit z,, — = und A(z,)
konvergiert nicht gegen A(x) im Widerspruch zu Stetigkeit nach 1°.

,<=" Sei € > 0 beliebig. Es gibt § > 0 mit A(B(z,9)) C B(A(x),e). Sei ng € N
mit ||, — x| < fir n > ng. Dann ||A(z,) — A(x)|| < ¢, also A(z,) — A(x).



Beweis von 4°: ;= Sei U C Y offen und z € A~'(U). Dann gibt es € > 0 mit
B(A(x),e) C U, denn U ist offen. Wegen der Stetigkeit von A gibt es § > 0 mit
A(B(z,0)) C B(A(z),¢), also B(x,§) C A1 (U). Daher ist A~*(U) offen.

,=“ Sei r € X und € > 0. Dann ist A~*(B(A(x),¢)) offen, also existiert § > 0
mit B(x,§) C A7Y(B(A(z),¢)). Daher ist A in x stetig.

(46.2) Lemma:
Fiir lineare Abbildungen A : X — Y sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1° A ist stetig (in ganz X).

2° Aist in 0 € X stetig.

3° |A]| :=sup{||Az| : x € X und ||z <1} < 0.

4° Aist beschrinkt, d.h. es gibt C' > 0 mit ||Az|| < C'||z]| fir alle z € X.

Beweis: ,,1° = 2° ist trivial.

»2° = 3°¢: Andernfalls gébe es z,, € X, ||z,]| < 1, mit ||Az,| > n. Also fir
Zn = txy 1z, — 0, da [|2,]| < 2. Bs folgte ||Az,| = 2 ||Az,|| > 1 im Widerspruch
zu Az, — 0.

»3° = 4°“ Fiir x # 0 sel z := o Wegen 2|l < 1ist ||A(2)]| < ||A]l. Es folgt
|A@)|| < ||A]l||l=]| fiir x € X. 4° ist also erfiillt mit C' = || A]|.

,4° = 1°“: Sei (x,) konvergent mit Limes z, also |z, — x| — 0. Dann ist
[A(zn) = A@@) | = [[A(zn —2)|| < Cllzn — 2. Also [[A(z,) — A(z)| — 0, d.h.
(Az,) konvergiert gegen A(zx).

(46.3) Bemerkungen und Beispiele:

1° ||Al] in 3° ist die kleinste Konstante C' > 0 mit [|Az| < C'||z|| fiir alle
r e X.

2° H sei Hilbertraum mit dem Skalarprodukt <, ». Fiir jeden Vektor w € H
ist ju 1 H — K, ju(v) = <w,v), K-linear und stetig. Denn |j,(v)] = [{w,v)| <
|w]| ||| fur alle v € H Also ||7u|| < |lw]|, d.h. j, ist beschrankt und daher stetig.
Im iibrigen ist ||j,|| = ||Jw]|| wegen

Juo

)| = e = bl

3° p i by — K sei stetig und linear. Dann ist pu(D - zk€r)=> e 2kit(€x)-
Also bestimmt y eine Folge w = w(u) := (u(ex)) € KW
Interessant ist es, zu wissen, welche Folgen auf diese Weise auftreten. Mit Me-
thoden aus der Analysis ldsst sich mit einiger Miihe zeigen, dass fiir eine Folge
w = (w;,) € KY séimtliche Summen Zk Ozkwk 2 € Ly, genau dann konvergieren,
wenn 350 o Jwg|® < oo ist. Es ist dann u(z) = <@, 2> = ju(z), w = w(p).

4° Nicht alle linearen Abbildungen sind stetig: In /5 sei a := 2:021 %ek. Es ist
a & span{ey : k € N}. Die Zuordnung v(a) = 1 und v(eg) = 0 fiir alle k € N liefert
eine lineare Abbildung v : span{a} U {e; : k € N} — K, v(za+ > ;_,zkex) = 2.



Diese lineare Abbildung hat eine lineare Fortsetzung auf ganz ¢, (um das zu zeigen,
braucht man das Lemma von Zorn), die wir wieder mit v bezeichnen. v : ¢, — K
ist nicht stetig, da v(a) =1 und lim, .o > _p_; tex = a, aber v(37;_; 1ex) = 0, also
limy, oo (3 7ek) = 0 # v(a) = 1.

5° Mit der nicht stetigen Linearform v : ¢, — K aus 4° ist A(z) = v(z)b,
fir jeden Vektor b € H\{0} nicht stetig als lineare Abbildung A : ¢y — {5. Die
Mehrzahl der linearen Abbildungen ¢5 — /5 ist nicht stetig.

6° Unitére Transformationen R : H — H sind beschrinkt: ||R|| = 1. Das gilt
ebenso fiir orthogonale Projektionen P # 0 : || P|| = 1.

46.4 Satz: Sei B(X,Y) der K-Vektorraum der beschrinkten linearen Opera-
toren von X nach Y. B(X,Y) hat A — |/ A]| als Norm (vgl. 46.2.3°). Es gilt
|Ao B|| < [|A|l||B|| fir A€ B(X,Y),B € B(W, X). Ist Y vollstindig, also Banach-
raum, so ist B(X,Y) vollstandig, also Banachraum.

Beweis: ||A|| ist eine Norm auf B(X,Y): Zunéchst ist ||A|| > 0 und fiir A mit
|Al| = 0 ist ||Az|| = 0 fiir alle z € X, also A = 0. Es ist

[AA]| = sup{[[AA(2)| : [lz|| < 1} = sup{|A| Az : [[z]| < 1} = [A][|A]
und
|A+ Bl = sup{[|[(A+ B)(z)|| : ||| <1} <sup{[|Az + Bzl : [|z]| < 1} < [[A|+][B]] .
Ferner
|A o B|| = sup{||A o B(w)]| : [|w]| <1} < sup{||A|| |Bw]| : [|w] <1} = ||A]||B]-

Sei (A,,) eine Cauchyfolge in B(X;Y"), also existiert fiir jedes € > 0 ein ny mit
| A, — Al < e fiir n,m > ng. Dann ist fiir jedes © € X auch (A,z) eine Cauchyfol-
gein Y, denn ||A,z — Apz|| < ||An — Al [|z]]- Sel A(z) := lim,, o Apz fiir z € X.
Dieser Limes existiert stets, weil Y vollstdndig ist. Man sieht, dass A linear ist:
Alx+Ay) = lim, oo Ay (24 My) = limy, oo Apx+Alim, oo Ay = Ax+ A(Ay). Aist
auch stetig: (|| An||)nen ist beschrinkt, || A,| < M, da || A.]| < || A |l + || An — Apg |-
Es folgt ||Az|| = lim ||Anz|| < sup ||A.|| [|z|| < M ||z||, also ist A beschrankt. Schliefi-
lich: A, — A in der Operatornorm. Es gilt ||A,x — A,z| < e fiir n,m > ng,
|z|| < 1. Also: ||[Az — A,z|| < e fiir m > np und ||z|| < 1, da A,z — Az. Daher
|A— A, <e firm > ny.

(46.5) Folgerungen

1° X' := B(X,K), der ,topologische“ Dualraum ist ein Banachraum. (X* =
Hom(X,K) ist der ,algebraische“ Dualraum; X’ # X* im unendlichdimensionalen
Fall).

2° B(X) := {A: X — X|A linear und beschrankt } ist die Algebra der
beschrénkten Operatoren X — X. Wenn X vollsténdig ist, ist B(X) Banachraum.

3° Ist X = H Hilbertraum, so ist B(H) ein Banachraum, aber fiir dim H > 2
ist B(H) nicht Hilbertraum, dh. die Norm kann nicht von einem Skalarprodukt kom-
men.



