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Kapitel 1 X. Kurven und Vektorfelder

Nachdem im vorangehenden Kapitel die topologischen Werkzeuge bereitgestellt worden sind,
betreiben wir jetzt Analysis fur 1-dimensionale Objekte in Banachraumen FE, das sind Kurven in
E, also stetige Abbildungen

v :la,b] = E.

Es geht also in diesem Kapitel um vektorwertige Differential- und Integralrechnung in einer
Veranderlichen.

Auf diese Weise wird die Analysis wiederholt und es wird insbesondere die Theorie der
Integration gefestigt und erweitert. Schliel3lich werden Vektorfelder — oder besser aus mathe-
matischer Sicht Pfaffsche Formen — langs Kurven integriert und es ergibt sich ein nattrlicher
Zusammenhang und eine nachhaltige Motivation zur Differentialrechnung mehrerer Veranderli-
chen durch die Potentialfunktionen, die dabei auftreten, und ihre Gradienten.

Im folgenden ist £ stets ein Banachraum tber R oder tiber C mit der Norm || ||, und es ist
[a, b] ein kompaktes Intervall in R mit a,b € R, a < b. In vielen Féllen ist es interessant genug
den Fall E = R™ mit der euklidischen Norm zu betrachten.

§25 Kurven und ihre Lange

(25.1) Definition: Eine Kurve in E ist eine stetige Abbildung
v :la,b] — E.

Eine Kurve in Q fur eine Teilmenge 2 C E ist eine Kurve in E, die auch noch «([a, b]) C 2 erfullt.

Statt ,Kurve* wird auch der Ausdruck ,Weg", ,parametrisierte Kurve®, ,parametrisierter Weg"
oder ,Bewegung“ verwendet. Das soll hier in der Vorlesung stets den gleichen Begriff bezeich-
nen.

Die Spur einer Kurve ist das Bild
Cy=7" = {1(t) |t € [a,b]}.

Statt Spur sind auch die Ausdriicke ,Kurvenbogen®, ,Bogen*, ,Orbit“ oder ,Bahn“ gelaufig.

Die Spur ~* wird durch v parametrisiert und man spricht davon, dass ~ eine Parametrisie-
rung von ~* ist. v* als Punktmenge hat in der Regel viele verschiedene Parametrisierungen.
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Fir einen Punkt v(t) € ~* ist t der (bzw. ein) Parameter des Punktes ~(¢). Der Parameter ist
nur eindeutig, wenn ~ injektiv ist.

Die Spur einer Kurve ist das eigentliche 1-dimensionale Objekt.

Zur Bedingung der Stetigkeit: ~y ist stetig in ¢ € [a, b] (nach Kap. XIII), wenn fur alle Folgen
(tg) in [a,b] aus t, — t stets y(t,) — ~(t) folgt, also ||y(tx) — v (t)|| — O.

(25.2) Beispiele:

1° Fur zwei Vektoren z,y € E, x # y,isty(t) =te+ (1 —t)y =y +t(x —y), t € [0,1],
offensichtlich eine Kurve, die das Geradenstiick S von y nach x parametrisiert. S ist die Spur
S = ~* von . Eine andere Parametrisierung von S ist y(t) = t?x + (1 — t?)y, t € [0,1]. Eine
weitere Parametrisierung istt — z +t(y —z), t € [0,1] , ¢t € [0, 1], die dasselbe Geradenstuick
S als eine Bewegung von z nach y darstellt.

2° Die Kreislinie S! = {(z,y)|2? + y?> = 1} hat die Parametrisierung ~(t) = (cost,sint) =
et t € [0,2x], oder y(t) = (cos 27t,sin 27t) , t € [0,1]. Auch ~(t) = (cos 2t,sin 2t) oder y(t) =
(sin2t,cos2t), t € [0,2n], sind Parametrisierungen von S!, bei denen allerdings jeder Punkt
der Kreislinie doppelt durchlaufen wird. Schlielich ist fur jede stetige und surjektive Abbildung
0 : [a,b] — [0,2x] durch y(t) = (cos8(t),sin6(t)) = €®, t € [a,b], eine Parametrisierung der
Kreislinie gegeben.

3° Die Ellipse C = {(z,y) € R?|(%)? + (%)* = 1} mit den ,Halbachsen“ A, B > 0 hat die
Parametrisierung (t) = (Acost, Bsint), t € [0, 27] .

4° Die Neilsche Parabel v : [-R, R] — R%, t — ~(t) = (?,#3), t € [-1,+1]. v ist differen-
zierbar, aber die Spur hat einen ,Spitze* in (0,0) € R2,

5° Die Schraubenlinie v : [a,b] — R3, t s ~(t) = (rcost,rsint, ht), t € [0,b].

6° Die Zykloide ~(t) = (t —sint,1 —cost), t € [a, ], beschreibt die Bewegung eines festen
Punktes auf einer Kreisscheibe mit Radius 2, die auf der z-Achse abrollt.

7° Wichtige Sichtweise: Eine Kurve v wird auch als eine Bewegung des Punktes ~(t) in
Abhangigkeit des Parameters ¢ verstanden. Im Falle der Interpretation von ¢ als Zeitparameter
hat man die Ableitung (Definition kommt gleich) von ~ als Geschwindigkeitsvektor 4(t). Damit
lassen sich ganz allgemein dynamische Prozesse beschreiben.

Beispielsweise im Kraftgesetz von Newton: k Massenpunkte (k € N;) bewegen sich im R?
in Abhangigkeit von der Zeit ¢t € [Ty, T1] als Kurve

_ 1 2 3 1 2 3 1 2 3 3k
w(t) = (”3(1>v93<1>7 Y1) T(2)s 2y T2y -+ Ty L) v%)) cR

im R3*. Die Geschwindigkeiten v(t) = #(t) liefern eine weitere Kurve, und die beiden Objekte
fugen sich zusammen zu einer Kurve v(t) = (z(t),v(t)) in R®". Das Kraftgesetz von Newton
besagt

o(t) = K(t,2(t), v(t))

fiir einen geeigneten ,Kraftvektor* K : R x R3" x R3" — R3",
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(25.3) Definition: (Differentiation) Sei v : [a,b] — E eine Abbildung mit Werten in einem nor-
mierten Raum. Die Ableitung von ~ in einem Punkte ¢, € [a, b] ist der Vektor

(1) = Jim XX =00

falls dieser Grenzwert existiert.

Dabei bedeutet der Grenzwert lim;_.o G(h) = B in E genau, dass flr alle Folgen (h,,) mit
to + hy € [a,b], hy, # 0 und h,, — O stets G(h,,) — B gilt. Aquivalent dazu:

Ve>036>0VheR:0<|h|<é und to+h € [a,b] = ||G(h) — B < ¢.

Die Ableitung + schreibt man im Falle der Existenz auch als

d . . d d
=27 und in ¢y : Y(tg) = ay(to) = ay\t:m .
Die Ableitung wird aus gutem Grund auch Geschwindigkeitsvektor oder auch Tangentialvektor

genannt.

,3/

Im Falle E = R" und v = (v%,42,...,~4™) gilt: v ist in t, genau dann differenzierbar, wenn
das fur alle 47, j = 1,2,...n, gilt und es ist im positiven Falle ¥(to) = (¥ (t0), %% (to), . ..,y (to)).

Rechenregeln zur Ableitung: Es seien die Kurven v, 5 : [a,b] — E in ty € [a,b] differenzier-
bar, es sei A : [a,b] — R in ¢, differenzierbar und es sei ¢ : [a’,V/] — [a,b] differenzierbar in
sp € [a’,b'] mit (sg) = to. Unmittelbar wie im skalaren Fall (R = E) lasst sich zeigen, dass v+ 3
und Ay in ty differenzierbar sind sowie v o ¢ in sy mit den folgenden Formein:

F(r+0)(to) = Alto) + B(to)
LO)(te) = Ato)y(to) + Ato)¥(to)
L(vop)(s0) = 2o(s0)2(to)

(25.4) Beispiele:

1° Die Gerade v(t) = y + t(x —y), t € [0,1], hat die Ableitung ¥(t) = z —y =1 v € E
(x,y € E, z # y). Mit der folgenden Parametrisierung der Spur S = {tz + (1 — t)y |t € [0,1]}
durchy(t) = x+t(y—=x),t € [0,1] gilt ¥(t) = y—x = —vund durch v(¢) = y+t*(z—y), t € [0, 1],
entsprechend 5(t) = 2t(x — y) = 2tv.

Man kann auch eine Parametrisierung ~ des Geradenstiicks angeben, die injektiv ist und
A(top) = 0 in einem Punkte z mitten in S erfllt. Zum Beispiel v(t) = =z + h(t)(y — z), t € [0,1],
mit h(t) = 1 — 3t + 612 — 43 h(L) = 1, also y(1) = L(z +y) = 2z, und A(L) = 0, also 4(3) = 0.
Die Parametrisierung bleibt auf halbem Weg stehen, um allerdings sofort wieder fortzufahren,
denn h ist auf dem Intervall [0, 1] streng monoton fallend.

2° Die Einheitskreislinie v(t) = (cost,sint) = e t € [a,b], hat die Ableitung 5(t) =
(—sint, cost). Offensichtlich stehen ~(¢) und 4(¢) senkrecht aufeinander und es gilt: ||¥(¢)||, = 1.
Durch (v(t),~(t)) wird also fir jedes ¢ ein orientiertes (rechtshandiges) Orthonormalsystem ge-
geben (vgl. 26.5).

3° Fur die Schraubenlinie v(¢) = (rcost,rsint, ht), t € [0, b], erhalten wir als die Ableitung
A(t) = (—rsint,rcost, h).
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4° Fir stetige f : [a,b] — Risty(t) = (¢, f(t)), t € [a,b] eine Kurve mit dem Graphen T als
Spur. Ist f differenzierbar, so ist auch ~ differenzierbar und es ist 4(t) = (1, f(¢)).

Wir kommen nun zum Begriff der Kurvenlange, den wir ausfihrlich begriinden wollen:

Die Kurvenlange soll fur die Gerade (t) = tz — (1 — t)y, t € [0,1], sicherlich ||z — y|| sein.
Daraus ergibt sich fir einen Polygonzug v mit den Vektoren xq, z1, ..., x,, als Ecken der folgen-
de Ansatz fur die Lange des Polygonzugs

m
Ly = Z |2k — zp-1ll -

k=1

Solche Polygonziige kdnnen zur Approximation von beliebigen Kurven dienen, so dass sich
die Lange in einem Grenzprozess in der folgenden Weise auf Kurven v : [a,b] — E Ubertragt,
wenn Konvergenz gewabhrleistet ist:

Eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist eine endliche Teilmenge Z = {to,t1,...,tm} C [a,b]
mitty = a < t < tgg1 <ty = bfirk =0,1,...,m — 1. Eine Approximation der (noch zu
definierenden) Kurvenlange zur Zerlegung Z wird durch

V(% Z) =Y Ilv(t) — (el
k=1
gegeben.

(25.5) Definition: (Beschrankte Variation und Kurvenlange) Sei v : [a,b] — E eine Kurve, also
eine stetige Abbildung.

1° Fur jede Zerlegung Z von [a, b] heil3t
V2, 2) =V (v, 2) =Y IIv(te) — vtk
k=1

die Z-Variation von ~.
2° Die totale Variation V2(v) von 7 ist

V2(v) := sup{V2(v, Z)| V ist Zerlegung von [a,b]}.

a

Die Kurve « ist von beschrankter Variation, wenn die totale Variation beschrankt, also endlich,
ist: V2(7) < oc.

Diesen Begriff brauchen wir auch fir Funktionen f : [a,b] — R. Eine stetige Funktion
f : la,b] — R ist demnach von beschrénkter Variation, falls es C' > 0 so gibt, dass fur al-
le Zerlegungen Z von [a,b] die Z-Variation V2(f,Z) = S°7°, | f(tx) — f(tx—1| der Ungleichung
V2(f, Z) < C geniigt.

3° ~ heilRt genau dann rektifizierbar, wenn V,*(vy) < oo gilt, und

Ly = Ly =V, (7)



MIIA —1X 5

ist dann definitionsgemalf die Kurvenlange von ~.

.Rektifizierbar* und ,von beschrankter Variation" sind also synonym, fiir Kurven sieht man
eher die Eigenschaft, eine endliche Kurvenldnge zu haben, wéhrend fur Funktionen eher das
Oszillationsverhalten im Vordergrund steht.

(25.6) Beispiele: 1° Das Geradenstiick y(t) = tx + (1 —t)y =y + t(z —y), t € [0,1]. Flr eine
Zerlegung Z des Intervalls [0, 1] gilt wegen ~(t) — v(t') = (t — t’)(x — y) stets

m

V1, 2) =Y ln(ts) =yl = Ytk —te) lz =yl = |z — ol -
k=1

k=1

Also ist ||z — y|| die Lange von ~.

2° Beschreibung einer Kurve, die nicht rektifizierbar ist: Auf dem Intervall [0, 1] lasst sich
eine stetige Funktion & definieren, die im Teilintervall [%, 1] zunachst mit der Steigung 2 bis zur
Hohe 1 ansteigt und dann mit der Steigung —2 auf 0 abfallt, die dann mit doppelter Steigung
wieder bis 1 ansteigt und analog abfallt etc. mit immer steileren unendliche vielen Zacken. Fir
eine geeignete stetige Funktion X : [0,1] — [0, 1] erh&@lt man denn eine stetige ebene Kurve

~(t) = (t, A(t)h(t)), die keine beschrénkte Variation hat. 92.05.2007
3° Ahnlich die Kurve v : [-1,0] — R?, 4(t) = (¢,tcos T) fur ¢t € [—~1,0[, und v(0) = (0,0).
Fur die Zerlegungen Z,, = {-1,—3,...,— 1,0} ist V° (v, Z,) > Y")_, . daher hat v und auch

tcos 7 keine beschrankte Variation.

4° Fir die Kreislinie, parametrisiert durch die Kurve ~(t) = (cost,sint), t € [0,b], fur b > 0,
wissen wir aus §7, dass L}y < b gilt. Die Gleichheit folgt aus einer sehr effizienten Formel (in
25.12) fur die Kurvenlange von allgemeinen differenzierbaren Kurven, die wir im Folgenden her-
leiten wollen.

(25.7) Eigenschaften der Variation: v : [a,b] — E sei eine Kurve.
1° Fur Zerlegungen Z, Z* von [a,b] mit Z C Z* (Z* hei3t dann eine Verfeinerung von 7) gilt

Vv, 2) < V2(v, 27,

wie unmittelbar aus der Dreiecksungleichung folgt.
2° FUr a < ¢ < bund Zerlegungnen Z’ von [a, ¢] und Z” von [¢,b] gilt mit Z = Z' U Z” direkt:

V¥, Z2) =V, Z) + V(. Z2").

3° Fiur a < ¢ < b folgt:
Vv = Virlag + VE ey -

4° Es sei ' : E — E eine lineare Isometrie, das heif3t £ ist linear und erfullt || F'(v)|| = ||v]|
fir alle v € E. Dann gilt L(F o ) = Lv und dasselbe ist richtig fir Translationen 7" : £ —
E, v+— v+ b, um einen festen Vektor b € E. Also gilt fir Abbildungen A = F+T : E — FE stets
Ly = L(Ao~). Die Menge aller Transformationen der Form A+T', mit A eine surjektive Isometrie
und T eine Translation, ist eine Gruppe bezlglich der Komposition, die auch die Gruppe der
Bewegungen genannt wird.

5° Fur eine stetige und bijektive Abbildung ¢ : [a’, '] — [a,b] ist 7/ := v o ¢ Kurve mit dersel-
ben Spur wie v (¢ heil3t Parameterwechsel). Es ist Ly = L(~ o ), weil ¢ die Zerlegungen Z’
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von [a/, V'] in eineindeutiger Weise den Zerlegungen Z = ¢(Z') von [a, b] zuordnet. Insbesonde-
re gilt: v ist genau dann rektifizierber, wenn das fiir o' zutrifft.

(25.8) Satz: Jede lipschitzstetige Kurve ist rektifizierbar.

(25.9) Lemma: Im Falle £ = R™ gilt fiir eine Kurve v = (71,72, ..., 7,): 7y ist genau dann rektifi-
zierbar, wenn alle v, K = 1,2, ...,n, von beschrankter Variation sind.

(25.10) Satz: Jede stetig differenzierbare Kurve ist lipschitzstetig und daher rektifizierbar.
Vektorwertige Integration:

Neben der vektorwertigen Differentiation (vgl. 25.3) bendtigen wir auch die vektorwertige
Integration, die wir im Uberndchsten Paragraphen (§27) und danach eingehender studieren. In
diesem Paragraphen dient das Integral dazu, als Hohepunkt eine einfache und effiziente Formel
fur die Kurvenlénge einer stetig differenzierbaren Kurve zu erhalten.

Hier wollen wir nur feststellen, dass zu jeder stetigen Abbildung 5 : [a,b] — FE in einen
Banachraum E das Integral

b 2"
[ Bt = tim 37 g~ te)
@ k=1

als Grenzwert existiert, wobei t;, = a+ k27"(b—a), also ty, — ty—1 = 27" (Z = {to,t1,...,ton } ISt
eine aquidistante Zerlegung von [a, b] der Feinheit ~™). Die Konvergenz der Folge von Summen
folgt wie im Falle von R-wertigen Funktionen aufgrund der gleichmaRigen Stetigkeit von £.

Im Falle von E = R™ und 3 = (B!, 3%,..., ") ist

/abﬁ(t)dtz(/abﬁl(t)dt,[lbﬁQ(t)dt,...,/abﬁn(t)dt).

Wie im skalaren Fall zeigt man:

(25.11) Satz: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei 3 : [a,b] — E stetig. Die
Abbildung ¢ — f s)ds ist differenzierbar und es gilt

d t
ELBM@me

Fur jede differenzierbare Abbildung v : [a,b] — E mit 4 = § (v kann dann als Stammkurve, oder
Stammfunktion bezeichnet werden) ist

b
‘/ﬂ@ﬁzv@—WWX

(25.12) Satz: Sei ~ eine stetig differenzierbare Kurve in E.
1° Dann ist

Ly=1t /Hv\wt

2° Die Wegléngenfunktion s(t) = s,(t) := L (v|a), t € [a, 0], ist stetig differenzierbar mit
5() = [Iv@)]- 25.05.2007
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(25.13) Hilfssatz: Fur stetige (5 : [a,b] — E gilt

b b
| [ star] < [nscoar
(25.14) Beispiele:

1° Der Kreisbogen v(t) = (cost,sint), t € [0,b] in R? erfullt 4(¢) = (—sint, cost) und damit
I5(¢)|| = 1 in der euklidischen Norm. Also ist

b
Ly = / dt =b
0
(vgl. 25.6.4° und 7.12.4°).
Bezlglich einer anderen Norm erhalt man entsprechend andere Resultate fir die Lange.
2° Der Ellipsenbogen «(t) = (Acost, Bsint), t € [0,b], fur A, B > 0 hat in der euklidischen
Norm wegen ||5(t)||? = A2sin?t + B? cos®t die Lange

b
L’y:/ \/A2Sin2t+BQCOS2tdt.
0

Diese Integral ist nicht so einfach zu bestimmen wie das in 1°, es ist ein Beispiel zu der Klasse
der elliptische Integrale.

3° Fur den Zykloidenbogen ~(t) = (t—sint, 1 —cost), t € [0, 27| errechnet sich die Lange fur
einen vollen Umlauf folgendermaRen: +(t) = (1—cost,sint) und [|§(t)]|* = 2(1—cost) = 4sin® §.

Daher )
L’y:/ 2sin£dt:4/ sinzdr =8.
0 2 0

Zum Schluss des Paragraphen beschreiben wir eine Ausdehnung der Formel 25.12 auf
stickweise stetig differenzierbare Kurven. Diese Verallgemeinerung ist wichtig fir Anwendun-
gen, weil viele Kurven durch das Zusammenfiigen von endlich vielen stetig differenzierbaren
Kurven entstehen.

(25.15) Definition: Eine stickweise stetig differenzierbare Kurve in E ist eine Abbildung ~ :
[a,b] — E mit
1° ~ ist stetig, das heif3t ~ ist eine Kurve, und

2° es gibt eine Zerlegung A = {ag = a,aq,...,a, = b} des Intervalls [a, b]. so dass fir alle
k=1,2,...,m die Restriktionen | [ax, ar_1] stetig differenzierbar sind.
Ein typisches Beispiel ist ein Polygonzug mit den Ecken zg,x1,...,z, € E, wobei v :

0,m| = E, ar =k, k=0,1,...,mund v(k +t) = xp + t(xxr1 — zx), t € [0,1].

(25.16) Satz: Sei ~ eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in E.
1° Dann ist

b
Ly =Ly = [ il at.

2° Die Weglangenfunktion s(t) = s+(t) := L. (7]j,4) » t € [a, 0], ist stiickweise stetig differen-
zierbar mit 5(t) = ||¥(¢)] , t € [a,b] \A.

Wir integrieren dabei stiickweise stetige Funktionen, und benétigen damit eine Verallgemei-
nerung des Integralbegriffs, die wir erst im Ubernéchsten Paragraphen grundlich beschreiben.
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8§26 Bogenlange und Krimmung

In diesem Paragraphen konzentrieren wir uns auf die Spur einer Kurve als Punktmenge C' in
einem Banachraum E und wir schranken unsere Untersuchungen auf solche C ein, die eine
im wesentlichen injektive Parametrisierung zulassen. Im Falle der Rektifizierbarkeit kann man
einer solchen Spur ihre L&nge zuordnen.

Dann betrachten wir differenzierbare und reguldre Kurven in den Spezialfallen der euklidi-
schen Ebene E = R? und des euklidischen Raumes E = R3.

(26.1) Definition: Ein Jordanbogen in E ist eine Punktmenge C' C E, zu der es eine Parame-
trisierung v : [a,b] — E mit v([a,b]) = v* = C so gibt, dass ~ injektiv auf [a, b[ ist. Eine solche
Parametrisierung nennen wir auch injektive Parametrisierung, obwohl der Fall v(a) = ~(b) ein-
treten kann.

Ein Jordanbogen heil3t geschlossen, wenn ~(a) = ~(b) gilt.

(26.2) Beispiele und Bemerkungen::

1° Jedes Geradenstiick S von y nach x ist ein Jordanbogen vermdge der Parametrisierung
yt)=te+(1—-thy=y+tlx—y),tel0,1].

Die Darstellung gibt auch Sinn fur ein beliebiges Intervall [a,b] der Ldnge b — a > 0: Die
Kurve parametrisiert dann das Geradenstiick von y + a(x — y) nach y + b(z — y).

2° Jedes Kreisbogenstiick C' = {r(cost,sint) : t € [0,b] } fir 0 < b < 27 ist ein Jordanbo-
gen, nicht geschlossen fur b < 27 und geschlossen im Falle b = 27.

3° Fir linear unabhéangige =,y € Eist Cy,, = {costx+sinty : t € [0,27]} ein geschlossener
Jordanbogen mit Parametrisierung «y : [0,27] — E', t +— costz + sinty.

4° Ganz allgemein ,sieht ein geschlossener Jordanbogen C so aus wie S' ¢ C*, das soll
heiRen, dass es einen Homéomorphismus « : S' — C gibt, die metrischen Raume C (in der
Relativtopologie) und S* (in der Relativtoplogie) also topologisch aquivalent sind.

Denn flr eine injektive Parametrisierung  : [0, 27] — E (d.h. v ist stetig, +| [0, 27| ist injektiv
und es gilt v* = ') wird eine injektive stetige Abbildung

a:S'— E mit o(S') =C

durch a(e®) = ~(t), t € [0,2n], definiert. Als Abbildung nach C ist dann « bijektiv. « ist au-
Rerdem stetig in Bezug auf die Relativtopologien (auf S' und C). Daher ist o : S' — C ein
Homodomorphismus, denn nach 25.16 ist wegen der Stetigkeit von « fir jede abgeschlossene
und daher kompakte Teilmenge A C S die Bildmenge a(A) in C kompakt, also abgeschlossen.
Daher ist die Umkehrabbildung o~ stetig.

Bemerkung: Die letzte Argumentation gilt allgemeiner: Ist f : X — Y eine stetige und bijek-
tive Abbildung zwischen metrischen Raumen, und ist X kompakt, so ist die Umkehrabbildung
f~1:Y — X stetig, f ist also bereits ein Homdomorphismus. AuRerdem folgt: Y ist kompakt.

5° Fir zwei injektive Parametrisierungen ; : [a;,b;] — FE eines Jordanbogens C' C FE ist
der Parameterwechsel ¢ := (y2)~! o1 : [a1,b1] — [a2, b2] €in HomGomorphismus (Begriindung
analog zu 4°). Es gilt nach 25.7.5°: ~, ist genau dann rektifizierbar, wenn ~ rektifizierbar ist,
und es gilt Ly, = Lys.

(26.3) Definition: (Bogenlange, Regularitét)
1° Ein Jordanbogen C' heifl3t rektifizierbar, wenn es eine injektive und rektifizierbare Parame-

trisierung v von C gibt (Aquivalent dazu nach 26.2.5°: wenn alle injektiven Parametrisierungen
rektifizierbar sind). L~ ist dann die Bogenléange LC von C.
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2° Eine Kurve v : [a,b] — E heil3t regulér, wenn sie stetig differenzierbar ist und +(t) # 0 fur
alle t € [a,b] erflllt. Ein Jordanbogen heil3t reguléar, wenn es eine injektive und regulére Para-
metrisierung gibt.

Es sind z.B. die Gerade, die Kreislinie und die Schraubenlinie aus 25.4 samtlich regular, wie
auch der Graph ¢ — (t, f(t)), wenn f stetig differenzierbar ist.

Das Hauptergebnis von §25, der Satz 25.12, tbertragt sich unmittelbar:

(26.4) Satz: Sei v eine regulare Kurve.

1° Die Kurvenlangenfunktion s(t) = s,(t) = Lf|j.4, t € [a,b], ist stetig differenzierbar und
esists > 0.

2° Die Umkehrfunktion ¢ = s~ : [0,L] — [a,b] , L := L%, ist stetig differenzierbar und

a

o := s oy ist eine regulére Kurve derselben Spur (yv* = ¢*) mit
Se(s) =s

furs € [0, L] .

3° Unter den Parametrisierungen von ~* deren Geschwindigkeitsvektoren stets die Norm 1
haben, ist o aus 2° eindeutig bis auf die Festlegung des Anfangspunktes o(0) = ¢ € * und
die Durchlaufungsrichtung.

Man spricht im Falle von ||4(¢)|| = 1 von einer Parametrisierung durch die Bogenlange, weil
ja Lt y|[a,t] = f(f dt =t — a.

Jeder regulare Jordanbogen C hat also nach 26.4.2° eine Parametrisierung durch die Bo-
genldnge mit a = 0. Eine solche Parametrisierung wird auch als natirliche Parametrisierung
bezeichnet.

Ebene Kurven und Raumkurven in der euklidischen Geometrie:

Im Folgenden (Rest des Paragraphen) geht es um ebene Kurven und um Raumkurven, das
heiRt um Kurven in R2 oder in R3, wobei diese beiden R4ume mit der natiirlichen euklidischen
Norm und der ublichen Orientierung versehen werden. Die Kurven sollen meist auch hohere
Ableitungen besitzen, es ist durchaus blich, von vornherein zu verlangen, dass die Kurven
(d.h. die Komponenten) beliebig oft differenzierbar sind.

(26.5) Ebene Kurven: Es sei v[0,b] — R? natirliche Parametrisierung eines Jordanbogens
C C R2. v sei auBerdem noch zweimal stetig differenzierbar.

1° v(t) := 4(t) und v(t) stehen senkrecht aufeinander.
2° Ist n(t) der zu v(t) senkrechte Einheitsvektor, der (v(t),n(t)) zu einem positiv orientier-

ten Orthonormalsystem macht, so gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl x(¢) € R, so dass
0(t) = k(t)n(t) gilt. x(¢) heidt die Krimmung von C'in «(t) (als ebener Jordanbogen).

Das Orthogonalsystem
(v(t),n(t))

hei3t das begleitende Zweibein in v(t) € C. Es hangt nur von der Durchlaufungsrichtung der
Parametrisierung ab. Fir eine entgegengesetzte Parametrisierung 3(t) := y(a+b—t), t € [a,b]

gilt fur ¢ = ~(tg) = B(t1): B(t1) = —3(to) und das zugehodrige Zweibein ist (—wv(tg), —n(tg)) mit
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Krimmung —x(to).

Ganz allgemein beschreibt die ebene Krimmung x(t) einer ebenen Kurve die Abweichung
der Kurve von einer geradlinigen Bewegung:

(26.6) Satz: Ist die Krimmung eines Jordanbogens identisch 0, so handelt es sich bei dem Bo-
gen um eine Geradenstuick.

Analog kann man den Kreisbogen vom Radius r > 0 charakterisieren.

(26.7) Satz: Im Falle einer dreimal stetig differenzierbaren, regularen und nattrlichen Parame-
trisierung eines Jordanbogens sind die so genannten Frenetschen Formeln

U =-4kKn
n=—KU

erfullt.

Zu einer vorgegebenen stetig differenzierbaren Funktion « : [0,b] — R hat man dann aus
der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen das folgende Resultat: Zu vorgegeben
ro € R? und vy € R? mit ||ug|| = 1 gibt es einen eindeutig bestimmten Jordanbogen, der bei
xo beginnt, in Richtung vy verlauft und in der natiirlichen Parametrisierung die Funktion « als
Krimmungsfunktion hat.

(26.8) Raumkurven: Es sei v : [a,b] — R3? natirliche Parametrisierung eines Jordanbogens
C C R3. 4 sei auRerdem noch dreimal stetig differenzierbar mit nirgends verschwindender
Beschleunigung v(t) # 0 (v(t) := ~(t)) fur alle ¢ € [a, b].

1° Mit dem Normalenvektor n(t) := % und dem Binormalenvektor b(t) := v(t) x n(t)
ist (v(t),n(t),b(t)) ein positiv orientiertes Orthonormalsystem des euklidischen Raumes R3,
welches das begleitende Dreibein genannt wird.

2° Der eindeutig bestimmte Koeffizient «(¢) mit o(t) = x(t)n(t), also x(t) = ||o(t)]|, ist die
Krimmung (genauer Raumkrimmung) der Kurve in ~(t).

3° Der eindeutig bestimmte Koeffizient 7(¢) von n(t) in Bezug auf b(t), also 7(t) = (n(t), b(t))
ist die Torsion oder die Windung der Kurve in ~(t). [01.06.2007]

Es gilt:

1 R
T= Edet(’y,%ﬁ).

4° Die Veranderung des begleitenden Dreibeins wird durch das folgende System (die Frenetschen
Formeln) beschrieben:

v = Kn
n = —KU b
b = —Tn

Man beachte, dass die Raumkrimmung immer nichtnegativ ist, wéhrend die Krimmung einer ebe-
nen Kurve (je nach Durchlaufungsrichtung) auch negativ sein kann (vgl. Beispiel 26.9.1°).

Bemerkung: Die Torsion einer Kurve bzw. eines reguléaren Jordanbogens im Raum R? gibt die Abwei-
chung der Kurve an, in einer festen affinen Ebene zu verlaufen. Denn im Falle 7(¢) = 0 fur alle ¢ € [a, b]
ist der Binormalenvektor b wegen b = 0 konstant und die Kurve verlauft vollstandig in der Ebene y(a)+b*
senkrecht zu b.
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(26.9) Beispiele:

1° Die Kreislinie RS' = {(z,y) € R?|2? + y?> = R?} mit dem Radius R > 0 ist ein regularer ge-
schlossener Jordanbogen und hat z.B. die reguldre Parametrisierung ~(t) = R(cost,sint), t € [0, 27].
Diese Parametrisierung ist aber keine natirliche Parametrisierung. Die Kurvenlange s(t) = L§v| [0, ¢] ist
s(t) = f(f Rdt = Rt wegen ||¥|| = 1, und eine natlrliche Parametrisierung ergibt sich als

o(s) = R(cos %,sin%) , s €10,27R] .

Als Geschwindigkeitsvektor hat man

v(s) = 6(s) = (—sin %,cos %)
und als Normalenvektor
s .8
n(s) = —(cos —=,sin —),

R R
der Normalenvektor zeigt also in die entgegengesetzte Richtung als der Vektor o(s). Wegen

1
o(t) = E(_ cos %, —sin %)
ist die Krimmung also konstant gleich %: Fur groRe Radien R wird die Krimmung also sehr klein, fur
kleine Radien hat man eine grof3e Krimmung.
Mit der entgegengesetzten Durchlaufungsrichtung, also mir der Parametrisierung

7(s) = R(cos i, —sin i)

R R
erhélt man s s
v(s) = —(sin T 608 E)
und

n(s) = (cos %, —sin %)
sowie als Krimmung « = —
2° Die Schraubenlinie ~(¢) = (r cost,rsint, ht), t € [0,b] hat die natlrliche Parametrisierung

=l

a(s) = (rcos %,rsin %,h%) , $10,NY]
wobei N = v/r2 4+ h2. Aus
. T s
a(s) (_N sin +N CO8 77 N)
7 S r s
g(s) = (—m €08 7, — vz S, 0)
r . s r S
o(s) = (—l—msm N T O 0)
ergibt sich
Coa e r2h
det(O',O',O') = m .
Daher haben wir als Krimmung und Torsion
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