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Musterlosung zu Blatt 14, Aufgabe 10

I Aufgabenstellung

a) Es seien I C R ein Intervall, zgp € I und f : I — R sei (n + 1)-mal stetig differenzierbar fiir
ein n € Ny. Beweisen Sie die Taylorformel mit Integralrestglied

Fla) =3 17 o) — o) + 5/ FO W trd,  wel.
k=0 To
Hinweis: Induktion nach n und partielle Integration im Induktionsschritt.

b) Es seien n € N und f : R — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion mit f(™ (z) =0
fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass f ein Polynom vom Grad < n ist.

II Beweisidee

sWorum geht’s? Beide Aufgabenteile verbinden das erste Thema der Vorlesung mit dem
letzten: vollstdndige Induktion mit Differential- und Integralrechnung. Im a) wird mithilfe
dieser Methoden mit der , Taylorformel mit Integralrestglied sogar ein sehr niitzliches nume-
risches Verfahren bewiesen (siehe unter V.).

Die Aufgabe ist dabei sehr klar formuliert und auch zum Ansatz werden schon Angaben ge-
macht.

,Wie mach’ ich das? Am besten, ich halte mich also an diese Vorgaben.

Was war nochmal vollstdndige Induktion? Ein Beweisverfahren mit fester und relativ einprég-
samer Struktur: Im Induktionsanfang (I.A.) wird die zu beweisende Aussage stets fiir ein erstes
Element (meist den kleinstmdglichen Wert eine natiirlichen Variablen, also 0 oder 1) bewie-
sen, woraus die Induktionsvoraussetzung (I.V.) folgt, namlich die Annahme, dass die Aussage
fiir alle Elemente unterhalb eines bestimmten (fiir alle natiirlichen Werte der Variablen bis zu
einem bestimmten) richtig ist. Die Induktion ist dann (und nur dann) gelungen, wenn nach ge-
gliicktem Induktionsanfang unter Annahme der Induktionsvoraussetzung der Induktionsschritt
(oder -schluss; 1.S.) gelingt, also der Beweis, dass die Aussage auch fiir das nichste Element
(die néchste natiirliche Zahl als Wert der Variablen) richtig ist.

In a) wird zudem der Begriff ,partielle Integration” verwendet, auch als ,Produktregel” der
Integration bekannt. Er beruht ndmlich genau auf der Anwendung dieser Regel und kann so
leicht hergeleitet werden:

= u(z) v(x) = ]u(:c)’ ~v(z)dr + /
= /u(a:)’ ~v(z)dr = u(z) - v(z) — /u(a:) - (z)dx

oder mit Grenzen a und b:

b b
= /u(x)/v(a:)da::[u(a:)v(x)]Z—/ u(x)v'(z)dz.
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In b) werden neben der Idee eine Induktion zu verwenden lediglich grundlegende Kenntnisse
der Integration (von Funktionen) vorausgesetzt, so ist bekannt, dass

n

(z") = nz"V = /xn_ldaz =T Vn € Ny.

n
»Wie komm’ ich drauf?“ In diesem Fall ist ein Grofsteil der Losung, die Aufgabe sorgfiltig
zu lesen und die Hinweise zu beachten.
Bei den Umformungen, die sich dann ergeben, ist es wichtig die Ubersicht zu wahren, oft hilft
es, wie unten vorgefiihrt, bei komplexen zusammengesetzten Termen einzelne Bestandteile aus-
zugliedern und zunéchst separat umzuformen. Beriihmt-beriichtigte Fehlerquellen sind dabei
Vorzeichenfehler (besonders mit Klammern) oder falsche Indizes.

III Losung

a) Vollstandige Induktion nach n

Es werde mit T, der erste Summand der Formel bezeichnet, er gibt die Taylorentwicklung der
Funktion f zu jedem n an. Mit R, werde das zugehorige Integralrestglied, der zweite Sum-
mand der Summe, bezeichnet:

> e+ o [ 1) = o

T, R,

Induktionsanfang n = 0: Ausrechnen ergibt:

Ty + Ry

"1 L[, "
= 3P -+ / S oty

°1 1 [*

= Y M=)+ g [ FO @ - ol
27 /.,

= GO0 -0+ [ f

= f@o)+ [ Pyt = flao) + FOE,

= f(w) + (@) — flxo) = f(a).

Induktionsvoraussetzung (1.V.): Fir n gelte:

Tt Ra =3 W) =0+ [ 000 — 0 = (0
> n ],

Induktionsschritt n — n + 1:

(1) Thi1+ Ry
n+1

1 1 z n n
= Y Ve —a) + e [ O ) .
27 /.
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Aus der Summe in T}, 41 wird das letzte Glied abgespalten:

"1 "1 1
_ = r(k) _ k _ = (k) o k (n+1) o (n+1)
Ths1 = go o (o) (@ — o) —go ol (@) (@ — o) +(n+1),f (o) (z — 20)
1 n n
= Tut Gy @)@ = 20) Y,

auf das Integral in R, die partielle Integration (,,Produktregel”) angewendet:

1 x
- - (D)4 () L (g — 1) (D)
Ryt CE] /xo f (t)-(x—1t) dt
=/ (t) =w(t)

reml CCRIO IRORICTY

[¢]

mit:  w(t) = fFOTV(E) und V' (¢) = (n+ 1)(x — )" (=1).

Run = o i 5 /x x DD () (g — gyt g
~ i 1) ([f(n+1)(t)(x - t>(”+1)]zo - /:(n + 1) fD () (2 - t)(”)(—l)dt>
= =T (V “00)e=" ] e [ £ @ - t)(”)dt>
= G 0 -0 4 L e - o
G i o7 (PO @) =) = 0D () = )Y ) + R
— ) = )"+ R,

In (1) kann jetzt wieder eingesetzt werden:

(1) Thi1+ Ry
1 1
_ (n+1) B (n+1) (n+1) B (n+1)
Bt e~ 20— o -+

quod erat demonstrandum.
b) Vollstandige Induktion nach n
Induktionsanfang n = 1:
fO(z) = f'(x) =0 = f(z) = ¢; f(x) = ¢ ist ein Polynom 0-ten Grades.
Induktionsvoraussetzung:

f™(2) = 0= f(x) ist ein Polynom vom Grad < n.
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Induktionsschritt n — n + 1:
FOD(2) = ()M (2) = 0 =YD f/(z) ist ein Polynom vom Grad < n.

Sei also f'(z) =: Y1 01 apz™. Dann lassen sich die Summanden einzeln integrieren und es gilt:

n—1 n

Zanx :>f Z +1 (nJrl)_’_C:Z%l,n_i_c’

= =1

was ein Polynom vom Grad < n + 1 ist.

IV Variationen, Verallgemeinerungen, Abschwachungen

In a) und b) werden bereits sehr allgemeine Aussagen bewiesen. Von der Taylorformel ausge-
hend l&sst sich das Restglied variieren, so sind

Vi<p<n+1:
R,= f (”H)(ﬁ)M Schlémilch’sches Restglied

p-n!
p=1=
R,=  f0(¢ )(x—g)nﬂ Cauchy’sches Restglied
=n+1=
R, = f (nﬂ)(ﬁ ) ((:f;j); Lagrange’sches Restglied

andere Darstellungen, die sich beweisen liefien.

Weiterfiihrende Fragestellungen kénnten z.B. lauten, unter welchen Bedingungen die Taylor-
darstellung einer Funktion die Funktion darstellt (also die Potenzreihe gegen die Funktion
konvergiert) oder das Restglied gegen 0 konvergiert.

Eine prinzipiell andere Moglichkeit, eine Funktion zu approxieren, ist die Fourieranalyse/-
synthese.

V Nutzen & Anwendungen

Die Anwendungen der Taylorentwicklung in der Mathematik etwa zur Darstelung einer gegebe-
nen Funktion als Potenzreihe (Reihendarstellung der Sinus-, Cosinus- und Exponentialfunkti-
on) sind vielfaltig, auf der Taylordarstellung basieren zudem physikale Sitze und Erkenntnisse
wie die Kleinwinkelndherung des Sinus (sina ~ « fiir kleine «) oder der Grenzfall zwischen
relativistischer und nicht-relativistischer Energiebetrachtung (kinetische Energie nach Einstein
bzw. Newton sind nach Taylorentwicklung ungefiahr gleich).

Johannes Flake - 13. Méarz 2007
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