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Kapitel IV. Potenzreihen über R und C

Die wichtigsten Funktionen werden durch konvergente Potenzreihen beschrieben, deshalb wird
den Potenzreihen ein eigenes Kapitel gewidmet. Potenzreihen mit Koeffizienten im Körper C

der komplexen Zahlen haben im wesentlichen dasselbe Verhalten wie die reelle Potenzreihen,
daher beginnen wir mit einem Paragraphen über komplexe Folgen und Reihen, in dem wir die
Begriffe und Resultate des letzten Kapitels durch Verallgemeinerung auf C verfestigen.

§10 Folgen und Reihen komplexer Zahlen

Die Paragraphen 7 – 9 werden auf den Fall komplexer Folgen und Reihen mit komplexen Glie-
dern übertragen.

Der Körper C der komplexen Zahlen wird bekanntlich realisiert als R-Vektorraum R2 = R×R

mit der Multiplikation

(x, y)(x′, y′) := (xx′ − yy′, xy′ + yx′) wobei (x, y), (x′, y′) ∈ R2 .

Notationen: R2 wird mit dieser Multiplikation zu einem Körper, der mit C bezeichnet wird.
Das Nullelement ist 0C = (0, 0) und wir schreiben 0 := (0, 0).
Das Einselement ist 1C = (1, 0) und wir schreiben 1 := (1, 0).
Die „imaginäre Einheit“ ist i := (0, 1), und es gilt i2 = −1 = (−i)2. (Das ist eine wichtige

Motivation für den Übergang von R zu C.)

Jede komplexe Zahl z ∈ C hat die eindeutige Darstellung z = (x, y) = x · 1 + y · i und man
schreibt dafür z = x+ iy mit x =: Re z und y =: Im z.

��

x

y z = x+ iy

C wird wegen dieser Darstellung C = R2 auch die komplexe Ebene (oder komplexe Zahle-
nebene, oder Gaußsche Zahlenebene) genannt, oft allerdings unter Einbezug der Struktur, die
durch den Betrag (siehe unten 10.2) gegeben ist.
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Die Konjugation C → C ist durch z := Re z − Im z , z ∈ C , also durch x+ iy = x − iy für
x, y ∈ R gegeben. z ist die zu z Konjugierte oder auch die konjugiert komplexe Zahl.

Durch die Abbildung

R → C , x �→ (x, 0) = x · 1 = x , x ∈ R

wird R in C als Körper eingebettet: Die Abbildung ist ein injektiver Körperhomomorphismus. C

ist eine Körpererweiterung.

(10.1) Einfache Regeln: Für alle z,w ∈ C gilt:

1◦ Re z = 1
2(z + z) Im z = 1

2i (z − z) Re (z + w) = Re z + Rew Im (z + w) = Im z + Imw

2◦ z = z zw = zw (z + w) = z + w z−1 = (z)−1 , z �= 0

Anmerkung: C kann nicht zu einem angeordneten Körper angeordnet werden, weil i 2 = −1.
Wäre C angeordnet, so müsste i2 > 0 und −1 < 0 gelten.

Die Konvergenz von komplexen Zahlenfolgen wird daher mittels des Betrags definiert:

(10.2) Definition: (Absolutbetrag) Der (Absolut-) Betrag von z ∈ C ist |z| :=
√
zz. Also für

z = x+ iy mit x, y ∈ R: |z| =
√
x2 + y2 .

Dieser Betrag induziert auf den rein reellen Zahlen z = x ∈ R denselben Betrag wie der in
§7 definierte Betrag auf R. Und er hat dieselben Eigenschaften:

Anmerkung: |z| =
√
x2 + y2 ist auch bekannt als die euklidische Länge in der euklidischen

Ebene ∼= R2.

(10.3) Satz: Für alle z,w ∈ C gilt
1◦ |z| ≥ 0 und (|z| = 0 ⇐⇒ z = 0 ).
2◦ |z + w| ≤ |z| + |w|
3◦ |zw| = |z| |w|

��

��

��

��

x

y z

w

z + w
|z|

|w|

|z + w|

Außerdem ist
Re z ≤ |Re z| ≤ |z| ≤ √

2max{|Re z| , |Im z|}
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und analog für Im z; und es gilt:
|z − w| ≥ ||z| − |w|| .

(10.4) Definition: Die offene ε-Umgebung Uε(z) eines Punktes z ∈ C der komplexen Ebene C

ist die offene Kreisscheibe um z mit dem Radius ε für ε > 0 :

Uε(z) := {w ∈ C | |z − w| < ε } = z + εE

wobwi E die offene Einheitskreisscheibe bezeichnet:

E = { z ∈ C : |z| < 1 } = {(x, y) ∈ C : x2 + y2 < 1 }

�
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Eine komplexe Zahlenfolge (zn), also zn ∈ C, heißt jetzt konvergent gegen (oder mit Grenz-
wert) z ∈ C , wenn es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so dass für alle n ∈ Nn0 stets zn ∈ Uε(z)
gilt, dh.

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n ∈ Nn0 : |zn − z| < ε .

In Zeichen zn −→ z oder lim zn = z.

Der bisherige Konvergenzbegriff in R ordnet sich der neuen Definiton unter (und hat seine
natürliche Verallgemeinerung auf allgemeine normierte Räume, insbesondere auf Rm und Cm ,
wie wir im kommenden Semester in der Vorlesung MII A sehen werden).

(10.5) Satz: Für eine komplexe Zahlenfolge (zn) sind die folgenden Aussagen äquivalent:
1◦ (zn) ist konvergent.
2◦ (zn) ist Cauchyfolge.
3◦ (Re zn) und (Im zn) konvergieren.
Und es gilt im Falle 3◦: lim zn = lim Re zn + i lim Im zn .

Beispiele:
(an) konvergiert für a ∈ C , |a| < 1 , und für a = 1.
(an) divergiert für a ∈ C , |a| ≥ 1 , a �= 1 .
Für |a| < 1 konvergiert die geometrische Reihe, dh. die Folge der Summen sn =

∑n
k=0 a

k

konvergiert gegen 1
1−a .

(10.6) Folgerung: C ist vollständig in folgendem Sinne: Jede Cauchyfolge in C konvergiert. (C
ist Cauchy-vollständig.)
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(10.7) Folgerung: (Permanenzeigenschaften) Für konvergente komplexe Zahlenfolgen (a n), (bn)
gilt:

1◦ lim(an + bn) = lim an + lim bn .

2◦ lim(anbn) = lim an lim bn .

3◦ b �= 0 =⇒ lim an
bn

= liman
lim bn

. [12.12.06]

4◦ lim an = a , wenn a = lim an .1

(10.8) Satz von Bolzano-Weierstrass: Jede beschränkte Folge aus C hat einen Häufungswert
in C.

Auch: Jede beschränkte Folge aus C hat eine konvergente Teilfolge (die dann gegen einen
Häufungswert konvergiert).

Dazu müssen erst die entsprechenden Definitionen von R auf C verallgemeinert werden:
1◦ Eine Folge (an) aus C ist beschränkt, wenn die reelle Folge (|an|) beschränkt ist, das

heißt, wenn es ein R > 0 gibt mit an ∈ UR(0) = RE für alle n ∈ N.
2◦ Eine komplexe Zahl a ∈ C ist Häufungswert der Folge (an), wenn für jedes ε > 0 unend-

lich viele Folgenglieder in Uε(a) liegen, das heißt, wenn

∀ ε > 0∀n ∈ Nm ∃ k ∈ Nn : ak ∈ Uε(a)

bzw.
∀ ε > 0∀n ∈ Nm ∃ k ∈ Nn : |ak − a| < ε .

3◦ Eine Teilfolge einer Folge (an) aus C ist eine Folge (ank
) mit aufsteigenden Indizes

nk < nk+1.

Konvergenz von Reihen mit komplexen Gliedern:

Eine Reihe
∑
aj mit komplexe Gliedern besteht wieder (vgl. §9) aus zwei Folgen (aj)j∈Nm , (sn)n∈Nm ,

an ∈ C , die in der Beziehung sn =
∑n

j=m aj stehen. Die Reihe heißt konvergent, wenn die Folge
der Partialsummen (sn) konvergiert, und man schreibt dann

∞∑
j=m

aj := lim
n→∞

n∑
j=m

aj

für den Summenwert der Reihe
∑
aj .

(10.9) Konvergenzkriterien: Es sei
∑
aj eine Reihe.

(10.9.1◦) Cauchykriterium:
∑
aj konvergiert genau dann, wenn

∀ ε > 0∃n0 ∈ N ∀n ∈ Nn0 ∀ k ∈ N :

∣∣∣∣∣∣
n+k∑
j=n

aj

∣∣∣∣∣∣ < ε .

(10.9.2◦) Nullfolgenkriterium: (notwendiges Kriterium) Ist
∑
aj konvergent, so ist (aj) eine

Nullfolge.

1In der Vorlesung nicht vorgetragen
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(10.9.3◦) Absolute Konvergenz: Ist
∑
aj absolut konvergent, so konvergiert

∑
aj .

(10.9.4◦) Majorantenkriterium: Wenn |aj | ≤ Mcj , j ∈ Nm gilt für ein M > 0 und eine Folge
cj ≥ 0 für die

∑
cj konvergiert, so ist

∑
aj absolut konvergent.

Analog hat man ein Minorantenkriterium.

(10.9.5◦) Wurzelkriterium:
lim sup n

√|an| < 1 =⇒ ∑
an konvergiert absolut.

lim sup n
√|an| > 1 =⇒ ∑

an divergiert.

(10.9.6◦) Quotientenkriterium:
lim sup |an+1|

|an| < 1 =⇒ ∑
an konvergiert absolut.

(10.10) Beispiele:
1◦ Für z ∈ C ist

∑ 1
n!z

n absolut konvergent nach dem Quotientenkriterium. Damit wird die
komplexe Exponentialfunktion exp : C → C definiert:

exp z :=
∞∑
n=0

1
n!
zn , z ∈ C .

2◦ Für z ∈ E ist
∑

(−1)n+1 zn

n absolut konvergent nach dem Quotientenkriterium (oder auch
nach dem Wurzelkriterium). Die Reihe beschreibt den Hauptzweig des komplexen Logarithmus

Log (1 + z) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n
, z ∈ E .

§11 Potenzreihen

Im folgenden sei K entweder der Körper R oder der Körper C.

(11.1) Definition: Eine (formale) Potenzreihe mit Koeffizienten in K ist ein Ausdruck der Form∑
cnT

n , wobei die Koeffizienten cn aus K sind für n ∈ N, und T eine Unbestimmte ist.
Eine Potenzreihe

∑
cnT

n konvergiert in t ∈ K, wenn
∑
cnt

n in K konvergiert.
Jede Potenzreihe konvergiert in 0 ∈ K. Es gibt viele Potenzreihen, die nur in 0 konvergie-

ren. (Z.B
∑
nnT n. Denn für t �= 0 ist n

√|nntn| = n |t| , also divergiert die Reihe nach dem
Wurzelkriterium.)

Eine (formale) Potenzreihe, die nur in 0 konvergiert, wird auch als divergent bezeichnet, ent-
sprechend nennen wir eine (formale) Potenzreihe konvergent, wenn sie in mindestens einem
t ∈ K , t �= 0 , konvergiert.

Bemerkung: Das Zeichen T für die Unbestimmte ist ohne Bedeutung, statt T kann auch X

oder Y geschrieben werden. Es ist also für feste cn die Potenzreihe
∑
cnT

n definitionsgemäß
genau die gleiche Potenzreihe wie

∑
cnX

n . In der Regel schreiben wir die Unbestimmte als
großen Buchstaben (T oder X,Y,Z, ...) und die eingesetzten Zahlen mit kleinem Buchstaben,
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z.B.
∑
cnt

n ,
∑
cnz

n . . .. Auch wenn
∑
cnT

n und
∑
cnX

n dieselben Objekte sind, gilt das kei-
neswegs für

∑
cnt

n und
∑
cnz

n , denn für verschieden Zahlenwerte t, z sind die Summenwerte
natürlich in der Regel verschieden.

(11.2) Beispiele:
1◦ Polynome p =

∑n
j=1 cjT

j mit Koeffizienten cn in K werden als Potenzreihen aufgefasst,
indem cn+k = 0 gesetzt wird für k ∈ N1. Polynome sind in allen t ∈ K konvergent und definieren
die zugehörige polynomiale Abbildung p : K → K , t �→ ∑n

0 cnt
n =: p(t) , die (wie hier) meistens

mit demselben Symbol p bezeichnet wird.
2◦ ∑T n ist die geometrische Reihe als formale Potenzreihe (cn = 1 für alle n ∈ N). Wir

wissen bereits, dass die geometrische Reihe
• im Falle K = R in allen t ∈ [−1, 1[ konvergiert und sonst divergiert,
• im Falle K = C in allen t ∈ E konvergiert, und für |t| > 1 divergiert.

Für |t| < 1 ist
∑∞

0 tn = (1−t)−1 . Diese Aussage lässt sich auch folgendermaßen interpretieren:
Die rationale Funktion (1−t)−1 lässt sich (in Bezug auf R oder C) im Einheitsintervall ] 0, 1[ bzw.
im Einheitskreis darstellen durch die geometrische Reihe.

3◦ Die Exponentialreihe als formale Potenzreihe
∑ 1

n!T
n konvergiert in allen t ∈ K und de-

finiert die Exponentialfunktion exp : K → K (vgl. 10.10.1◦). Die Logarithmusreihe
∑

(−1)n+1 tn

n

(vgl. 10.10.2◦) konvergiert für |t| < 1 .
4◦ Die Potenzreihen ∑

(−1)n
T 2n

(2n)!
,
∑

(−1)n
T 2n+1

(2n + 1)!

konvergieren in allen t ∈ K und definieren die Cosinusfunktion bzw. die Sinusfunktion:

cos z :=
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, sin z :=

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n + 1)!
, z ∈ K ,

für den komplexen und zugleich auch für den reellen Fall.

(11.3) Satz: (Hadamard) Sei f =
∑
cnT

n eine Potenzreihe. Dann gilt:
1◦ f ist genau dann konvergent, falls ( n

√|cn|) beschränkt ist.
2◦ Ist ( n

√|cn|) beschränkt, so sei ρ = ρf := (lim sup n
√|cn|)−1 (mit dem Verständnis, dass

ρ := ∞ im Falle lim sup n
√|cn|) = 0 ).

ρf ist der Konvergenzradius von f mit der folgenden Eigenschaft:
• |z| < ρ =⇒ ∑

cnz
n konvergiert absolut und

• |z| > ρ =⇒ ∑
cnz

n divergiert. [15.12.06]

Insbesondere gilt: Wenn
∑
cnT

n in z �= 0 konvergiert, dann konvergiert
∑
cnt

n auch für alle
t ∈ K , |t| < |z| .

(11.4) Beispiele: Grundsätzlich erfüllt der Bereich der Konvergenz einer formalen Potenzreihe
f nach 11.3:

{t ∈ K : |t| < ρf } ⊂ {t ∈ K : f konvergiert in t } ⊂ {t ∈ K : |t| ≤ ρf } .
(Das gilt sogar für divergente Potenzreihen f , wenn wir ρf = 0 (= (lim sup n

√|cn|)−1) im Falle
der Divergenz setzen.)
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Die Konvergenz am „Rande“, also für |t| = ρf , ist für jeden Einzelfall extra zu untersuchen.
Zum Beispiel haben die folgenden drei Potenzreihen alle den Konvergenzradius 1:

1◦ Die geometrische Reihe
∑
T n divergiert in allen z ∈ K , |z| = 1 .

2◦ Die Logarithmusreihe
∑

(−1)n+1 Tn

n konvergiert in allen t ∈ K , |t| = 1 , t �= −1 . Sie
divergiert in −1.

3◦ Die Potenzreihe
∑ Tn

n2 konvergiert in allen t ∈ K , |t| = 1 .

(11.5) Bemerkung und Definition:
1◦ Eine formale Potenzreihe

∑
cnT

n kann vollständig auf die Folge (cn) der Koeffizienten
reduziert werden. Allerdings steckt hinter der Reihenschreibweise eine Absicht, die im vorange-
henden Satz offenbar wird. Eine konvergente Potenzreihe erweist sich als ein Rechenschema
zur Darstellung oder Definition von Funktionen.

2◦ Definition der Addition: Mit der Auffassung der Potenzreihen als Folgen lässt sich die
Definition der Addition von Potenzreihen der Addition von Folgen in Folgenräumen unterordnen:∑

cnT
n +

∑
dnT

n :=
∑

(cn + dn)T n .

Das Resultat 11.3 sichert die folgende Aussage: Für zwei konvergente Potenzreihen f =
∑
cnT

n

und g =
∑
dnT

n gilt für t ∈ K , |t| < min{ρf , ρg} die Identität:

∞∑
0

cnt
n +

∞∑
0

dnt
n =

∞∑
0

(cn + dn)tn .

Das bedeutet, dass die gerade eingeführte Addition von Potenzreihen genau der Addition der
durch die Potenzreihen gegebenen Funktionen entspricht: Ist h = f+g , also h =

∑
(cn+dn)T n ,

so gilt ρh ≥ min{ρf , ρg} nach 11.3.2◦. Bezeichnen wir die Funktionswerte in t von f, g, h jeweils
mit f̂(t), ĝ(t), ĥ(t), also f̂(t) :=

∑∞
0 cnt

n , ĝ(t) :=
∑∞

0 dnt
n , ĥ(t) :=

∑∞
0 (cn+dn)tn , so bedeutet

die Addition der Funktionswerte f̂(t) + ĝ(t) = ĥ(t) für |t| < min{ρf , ρg} , also der Addition der
Funktionen f̂(t), ĝ(t), ĥ(t) .

3◦ Definition der Multiplikation: Als Multiplikation ist es allerdings verfehlt, die komponen-
tenweise Multiplikation von Folgen als maßgebend zu betrachten. Die Multiplikation der Potenz-
reihen kommt aus der Verwendung zur Beschreibung von Funktionen, wie wir das schon für
Polynome (und für die Addition von Potenzreihen in 2◦) kennen gelernt haben:

∑
cnT

n ·
∑

dnT
n :=

∑(
n∑
k=0

ckdn−k

)
T n .

Die Gesamtheit der formalen Potenzreihen wird damit zu einer Algebra über K. Die Multipli-
kation ist die, die auch bei den formalen Laurentreihen benutzt wird.

Dass konvergente Potenzreihen zu Funktionen führen, und dass die Summe von zwei kon-
vergenten Potenzreihen wieder eine Potenzreihe ist, folgt aus dem Satz 11.3. Dass das auch
für die Multiplikation gilt, und dann die zur Addition (vgl. 2◦) analoge Identität richtig ist (nämlich
f̂(t)ĝ(t) = k̂(t) für das Produkt k = fg der Potenzreihen fg für |t| klein genug), ist Thema des
nächsten Paragraphen.
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§12 Cauchyprodukt und Additionstheorem

In Verallgemeinerung des Produkts von Potenzreihen nach 11.5.3◦ definiert man für zwei Rei-
hen

∑
an ,

∑
bn (n ∈ N) das Cauchyprodukt der beiden Reihen als

∑
cn , cn :=

n∑
k=0

akbn−k =
∑
j+k=n

ajbk .

(12.1) Satz: Seien
∑
an ,

∑
bn (n ∈ N) konvergente Reihen mit a =

∑∞
0 an , b =

∑∞
0 bn , und

es sei
∑
an absolut konvergent. Dann ist das Cauchyprodukt

∑
cn konvergent und es gilt

∑
cn = ab , also ab =

∞∑
n=0

n∑
k=0

akbn−k .

Ist neben
∑
an auch

∑
bn absolut konvergent, so ist auch das Cauchyprodukt

∑
cn absolut

konvergent.

[[ Beweis: 2 Setze sn :=
∑n

i=0 ai , tn :=
∑n

j=0 bj , rn :=
∑n

k=0 ck , sowie ∆n := rn−snb . Es gilt lim snb =
ab nach 10.7. Daher ist die Behauptung des Satzes (lim rn = ab) äquivalent zu lim ∆n = 0. Wir zeigen
nun: ∆n −→ 0 . Vorweg:

Behauptung: rn =
∑n

k=0 aktn−k. Beweis dieser Behauptung durch Induktion nach n . Für n = 0 ist
r0 = a0b0 und

∑0
0 akt0−k = a0b0 , also ist der Induktionsbeginn gesichert. Für den Induktionsschritt n �→

n+ 1 sieht man zunächst rn+1 = rn + cn+1 =
∑n

k=0 aktn−k + cn+1 nach Induktionsvoraussetzung, also
rn+1 =

∑n
k=0 ak(tn−k+bn+1−k)+an+1b0 wegen cn+1 =

∑n+1
k=0 akbn+1−k . Daher rn+1 =

∑n
k=0 aktn+1−k+

an+1t0 =
∑n+1

0 aktn+1−k , und der Induktionsschritt ist vollzogen.
Jetzt zu ∆n −→ 0 : Aufgrund der Behauptung gilt ∆n =

∑n
0 ak(tn−k − b) . Mehrfache Anwendung der

Dreiecksungleichung ergibt die wichtige Abschätzung (für n ∈ N ):

(∗) |∆n| ≤
n∑

k=0

|an| |tn−k − b| .

Die Folgen (b− tn) und (
∑n

0 |aj|) sind konvergent, also beschränkt. Es gibt daher eine Konstante M > 0
mit |b− tn| ≤ M und

∑m
0 |aj | ≤ M für alle n,m ∈ N. Zu ε > 0 gibt es jetzt wegen der Konvergenz ein

n0 ∈ N , so dass für alle n ∈ Nn0 stets

(∗∗) |tn − b| < ε

2M
und

∞∑
k=n

|ak| < ε

2M

gilt. Es folgt unter Verwendung von (*):

∆n ≤
n0∑
0

|ak|max{|tn−k − b| | k ≤ n0 } +
n∑

k=n0

|ak|max{|tn−k − b| |n0 < k ≤ n }

Für n ∈ N , n > 2n0 (das ist der Trick) erfüllt für 0 ≤ k ≤ n0 der Index n − k ≥ n − n0 ≤ n0, also ist im
linken Summanden von (**) stets |tn−k − b| < ε

2M . Der linke Summand ist daher wegen
∑n0

0 |aj | ≤ M

insgesamt kleiner als ε
2 . Ähnlich ist auch der rechte Summand in (**) kleiner als ε

2 , weil
∑∞

k=n0
|ak| < ε

2M

und |tn−k − b| ≤M . Es folgt ∆n < ε für alle n > 2n0 , und das war zu zeigen. ]]

(12.2) Additionstheorem: Für alle z,w ∈ K gilt

exp(z + w) = exp z expw .

2Nicht in der Vorlesung vorgetragen
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(12.3) Eigenschaften der Exponentialfunktion:
1◦ exp(z + w) = exp z expw bedeutet für z = w = 1 wegen e =

∑∞
0

1
n! = exp 1 zunächst

exp 2 = exp 1 exp 1 = e2 und daher auch für n ∈ N : expn = en . Diese letzte Identität behält
wegen 12.2 ihre Richtigkeit auch für ganze Zahlen und für rationale r ∈ Q : exp r = e r . Mit der
Fortsetzung der Potenzfunktion r �→ ar , r ∈ Q , wobei a > 0 ist, auf ganz R durch

ax := sup{r ∈ Q | r < x } , x ∈ R ,

gilt auch expx = ex ; dazu muss allerdings gezeigt werden, dass lim exp rn = expx gilt für
Folgen rn → x . Das ist die Stetigkeit der Exponentialfunktion, die wir im nächsten Kapitel
behandeln.

Die weitere Fortsetzung der Potenzfunktion x �→ ax auf komplexe Zahlen z anstelle von x
(z.B. über die Binomialreihe) ergibt ebenfalls exp z = ezḊaher ist die Notation ez bzw. ex anstelle
von exp z bzw. expx gebräuchlich.

2◦ Es ist (ez)−1 = e−z und ez = ez für z ∈ C.
3◦ Es gilt eiz = cos z + i sin z für z ∈ C .
4◦ Insbesondere gilt für reelle t ∈ R : eit = cos t+ i sin t mit cos t, sin t ∈ R . Ferner (eit)−1 =

e−it = eit , also eiteit = 1 . eit liegt also für alle t ∈ R auf der Kreislinie S = {z ∈ C : |z| = 1 } .
Es folgt unter anderem die bekannte Identität: cos2 t+ sin2 t = 1 . [19.12.06]

5◦ Umgekehrt kann gezeigt werden, dass zu jedem z ∈ S eine eindeutig bestimmte reelle
Zahl φ ∈ [ 0, 2π[ mit z = eit gewählt werden kann. Wir brauchen dazu die Aussage, dass
cos : [ 0, 2π[→ ] 0, 1 ] surjektiv ist, und das können wir erst mit Hilfe der Untersuchungen über
stetige Funktionen im nächsten Kapitel herleiten.)

6◦ Jede komplexe Zahl z ∈ C hat damit eine eindeutige Darstellung der Form z = re iφ mit
r = |z| . Die Multiplikation von zwei beliebigen komplexen Zahlen z = re iφ , w = seiψ (wobei
r, s, φ, ψ ∈ R) ist dann

zw = rsei(φ+ψ) .

Die Multiplikation von komplexen Zahlen z = eiφ, w = eiψ aus S entspricht also einfach der
Addition der Winkel φ,ψ.

7◦ Das drückt sich auch darin aus, dass die natürliche Abbildung

ê : R → S , t �→ eit

ein Homomorphismus von der additiven Gruppe R in die multiplikative Gruppe S ist: ê(s + t) =
ê(s)ê(t) oder – weniger aufwendig – ei(s+t) = eiseit jeweils für s, t ∈ R . Ebenso hat man die
surjektiven Homomorphismen

exp : C → C∗ = C\{0} und exp : R → R+ ,

wobei R+ := {x ∈ R |x > 0 } .
8◦ Aus dem Additionstheorem 12.2 ergeben sich unter anderem Additionstheoreme für sin

und cos:

cos(z + w) = cos z cosw − sin z sinw , sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw .
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Einige Lehrbücher zur Begleitung der Vorlesung:

Forster, O.: Analysis 1 – 3
Königsberger, K.: Analysis 1,2
Walter, W.: Analysis 1,2

Rudin, W.: Analysis
Bröcker, Th.: Analysis 1,2
Lang, S. Undergraduate Analysis

Heuser, H.: Lehrbuch der Analysis 1,2
Storch, U. / Wiebe, H.: Lehrbuch der Mathematik 1,2
Fischer, H. / Kaul, H.: Mathematik für Physiker 1 – 3
Hellwig, K.-E. / Wegner, B.: Mathematik und theoretische Physik 1,2

Barner, M. / Flohr, F.: Analysis 1,2
Blatter, C.: Analysis 1 – 3
Courant, R.: Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung 1.2
Dieudonné, J.: Grundzüge der Matheamatik 1 – 9

Dedekind, R.: was sind und was sollen die Zahlen?
Landau, E.: Grundlagen der Analysis
Ebbinghaus et alii: Zahlen



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


