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Kapitel I. Natürliche Zahlen

§1 Vollständige Induktion

(1.1) Beweisprinzip der vollständigen Induktion: Eine Aussage E(n) ist richtig für alle natür-
lichen Zahlen n, wenn folgendes gilt:

• E(0) ist richtig. (Induktionsanfang)
• Für jede natürliche Zahl n kann E(n + 1) aus E(n) hergeleitet werden. (Induktionsschritt)
Die zweite Bedingung hat auch die folgende Formulierung: Unter der Hypothese E(n) (In-

duktionsvoraussetzung) kann für jede natürliche Zahl n die Aussage E(n+1) bewiesen werden.

Sprechweise: Induktion nach n

Schematisch: Zeige E(0) ; zeige E(n) ⇒ E(n + 1).
Oder: n = 0 ; n → n + 1. [17.10.06]

(1.2) Satz: 2n > n für alle natürlichen Zahlen n.

(1.3) Satz: Für alle natürlichen Zahlen n gilt: 0 + 1 + ... + n = 1
2n(n + 1).

(1.4) Satz: Für alle natürlichen Zahlen n gilt: 1 + 3 + ... + (2n + 1) = (n + 1)2.

(1.5) Satz: Für alle natürlichen Zahlen n gilt: 02 + 12 + ... + n2 = 1
6n(n + 1)(2n + 1).

(1.6) Notation:
• Die Menge {0, 1, 2, 3, ...} der natürlichen Zahlen wird mit N bezeichnet.
• „∀n ∈ N“ ist Abkürzung für „ Für alle natürlichen Zahlen n“.
• „∃n ∈ N“ ist Abkürzung für „ Es gibt eine natürliche Zahl n“.

(1.7) Satz: (Geometrische Summenformel) Sei x eine reelle Zahl x �= 1.

∀n ∈ N : 1 + x + x2 + ... + xn =
1 − xn+1

1 − x

(1.8) Satz: (Bernoulli-Ungleichung) Sei x eine reelle Zahl x ≥ −1.

∀n ∈ N : (1 + x)n ≥ 1 + nx
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(1.9) Rekursive Definition I: Die Vorschrift
• Festlegung von a0 (als Objekt, Zahl, Element, ... )
• Fn (Rechenschritt, Schema, Abbildung, ...)

liefert eine Folge (an)n∈N durch die Definition
a0 wie oben vorgegeben und an+1 := Fn(an) (oder allgemeiner an+1 := Fn(a0, a1, . . . an)).

Beispielsweise (jeweils für n ∈ N):

1◦ Potenz: x0 := 1; xn+1 := (xn)x für reelle Zahlen x.

2◦ Summenzeichen:
0∑

k=0

bk := b0 ;
n+1∑
k=0

bk := (
n∑

k=0

bk) + bn+1

für reelle Zahlen bk.

3◦ Produktzeichen:
0∏

k=0

bk := b0 ;
n+1∏
k=0

bk := (
n∏

k=0

bk)bn+1

für reelle Zahlen bk. [20.10.06]

4◦ Fakultät:
0! := 1 ; (n + 1)! := n!(n + 1)

(1.10) Satz: n! ist die Anzahl der Anordnungen von n verschiedenen Objekten, d.h. die Anzahl
der Möglichkeiten, die Elemente einer n-elementigen Menge in einer Reihe anzuordnen (n ∈ N).

(1.11) Folgerung: n! ist die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge (n ∈ N).

(1.12) Definition: (Verallgemeinerter Binomialkoeffizient) Für eine reelle Zahl α setze
(

α

0

)
:= 1 ;

(
α

k + 1

)
:=

α − k

k + 1

(
α

k

)
, k ∈ N.

(1.13) Satz:
1◦ Für jede reelle Zahl α gilt:

∀k ∈ N :
(

α

k + 1

)
=

1
(k + 1)!

k∏
µ=0

(α − µ) .

2◦

∀n ∈ N ∀k ∈ N : k ≤ n ⇒
(

n

k

)
=

n!
k!(n − k)!

=
(

n

n − k

)
.

3◦ Für natürliche Zahlen k ≤ n ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge gerade der Binomialkoeffizient

(
n

k

)
.
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4◦ Für jede reelle Zahl α gilt:

∀k ∈ N :
(

α

k

)
+

(
α

k + 1

)
=

(
α + 1
k + 1

)
.

5◦ Für natürliche Zahlen m ≤ n gilt stets:
n−m∑
k=0

(
k + m

m

)
=

(
n + 1
m + 1

)
.

(1.14) Satz: (Der binomische Lehrsatz) Für beliebige reelle Zahlen x, y gilt für alle natürlichen
Zahlen n ∈ N:

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kyk .

(1.15) Varianten des Beweisprinzips der vollständigen Induktion: Sei p ∈ N eine natürliche
Zahl und Np := {n ∈ N|n ≥ p}. [24.10.06]

1◦ E(n) sei formuliert für alle n aus Np. Dann gilt E(n) für alle n ∈ Np, wenn gezeigt werden
kann:

• E(p) (Induktionsanfang)
• ∀n ∈ Np : E(n) ⇒ E(n + 1) (Induktionsschritt)

2◦ Entsprechend wird die rekursive Definition ausgedehnt auf Folgen, die mit einer Zahl p ∈
N beginnen: (an)n≥p. ap durch Festsetzung und an+1 := Fn(an) oder an+1 := Fn(ap, ap+1, . . . an).

3◦ Weitere Variante: E(n) sei formuliert für alle n aus Np. Dann gilt E(n) für alle n ∈ Np, wenn
gezeigt werden kann:

• E(p) (Induktionsanfang)
• ∀n ∈ Np : E(p) ∧ E(p + 1) ∧ . . . ∧ E(n) ⇒ E(n + 1) (Induktionsschritt)

(1.16) Beispiele:
1◦ ∀n ∈ N5 : 10n ≤ n!
2◦ ∑n

k=1 ak = a1 + a2 + . . . + an ;
∑m

k=p ak = ap + ap+1 + . . . + am. Im Falle n < p wird

n∑
k=p

ak := 0

gesetzt (Leere Summe).
3◦ Aus 1.3, 1.4 ergeben sich ∀n ∈ N :

∑n
k=1 k = 1

2n(n + 1) ; ∀n ∈ N :
∑n

k=1(2k − 1) = n2 .

4◦ 1.13.5◦ ist
∑n

k=m

( k
m

)
=

(n+1
m+1

)
.

5◦ ∏m
k=p ak = apap+1 . . . am . Im Falle n < p wird

n∏
k=p

ak := 1

gesetzt (Leeres Produkt).

(1.17) Satz: (Primzahlzerlegung) Jede natürliche Zahl n ∈ N2 hat eine eindeutige Zerlegung
(bzw. Produktdarstellung) der Form

n = pr1
1 pr2

2 . . . prm
m =

m∏
µ=1

p
rµ
µ

mit: pµ ist die µ-te Primzahl und rµ ∈ N sind (durch n bestimmte) natürliche Zahlen, rm �= 0.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


