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Kapitel |. Naturliche Zahlen

81 Vollstandige Induktion

(1.1) Beweisprinzip der vollstandigen Induktion: Eine Aussage £(n) ist richtig fur alle nattr-
lichen Zahlen n, wenn folgendes gilt:

e £(0) ist richtig. (Induktionsanfang)

e Fur jede natirliche Zahl n kann £(n + 1) aus £(n) hergeleitet werden. (Induktionsschritt)

Die zweite Bedingung hat auch die folgende Formulierung: Unter der Hypothese £(n) (In-
duktionsvoraussetzung) kann fur jede naturliche Zahl n die Aussage £(n+ 1) bewiesen werden.

Sprechweise: Induktion nach n
Schematisch: Zeige £(0) ; zeige E(n) = E(n + 1).
Odel’ n = 0 yn—n -+ 1. [17.10.06}

(1.2) Satz: 2™ > n fur alle natiirlichen Zahlen n.
(1.3) Satz: Fir alle natiirlichen Zahlenn gilt: 0+ 1+ ... +n = %n(n +1).
(1.4) Satz: Fur alle nattrlichen Zahlenn gilt: 1+ 3+ ...+ (2n+1) = (n+1)2.

(1.5) Satz: Fur alle natirlichen Zahlen n gilt: 0% + 1% 4 ... + n? = tn(n+1)(2n + 1).

(1.6) Notation:
e Die Menge {0, 1, 2,3, ...} der naturlichen Zahlen wird mit N bezeichnet.
e Vn € N"ist Abkirzung fur , Fur alle natrlichen Zahlen n*.
e ,dn € N"ist Abklrzung fir , Es gibt eine natirliche Zahl n".

(1.7) Satz: (Geometrische Summenformel) Sei x eine reelle Zahl x # 1.

1— n+1
vneN:1+x+x2+...+x”:%
— X

(1.8) Satz: (Bernoulli-Ungleichung) Sei x eine reelle Zahl z > —1.

VneN:(14+z)" >1+nx
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(1.9) Rekursive Definition I: Die Vorschrift
e Festlegung von ag (als Objekt, Zahl, Element, ...)
e I, (Rechenschritt, Schema, Abbildung, ...)
liefert eine Folge (a,,)nen durch die Definition
ag wie oben vorgegeben und a,,4+1 := F,,(ay,) (oder allgemeiner a,,+1 := F,(ag, a1, ... ay)).

Beispielsweise (jeweils fir n € N):
1° Potenz: 2V := 1; 2"*! := (") z fir reelle Zahlen .

2° Summenzeichen:
n+1 n

0
D bi=1bo; > bei= () b)+busa
k=0 k=0 k=0

fur reelle Zahlen by,.

3° Produktzeichen:
n+1 n

0
[T 6c:=%0: []bx = (] br)bnss
k=0 k=0 k=0

fur reelle Zahlen by. [20.10.06]

4° Fakultat:
0l:=1; (n+1)l:=nl(n+1)

(1.10) Satz: n!ist die Anzahl der Anordnungen von n verschiedenen Objekten, d.h. die Anzahl
der Moglichkeiten, die Elemente einer n-elementigen Menge in einer Reihe anzuordnen (n € N).

(1.11) Folgerung: n! ist die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge (n € N).

(1.12) Definition: (Verallgemeinerter Binomialkoeffizient) Fir eine reelle Zahl « setze

« « a—k [«
(0) =1; (k:+1> _k—+1<k> ken.
(1.13) Satz:

1° Fir jede reelle Zahl « gilt:

« 1 k
20

k< T Il — ’
VneNVkeN:k<n= (/-c) Kl(n — k) (n—k>

3° FUr natlrliche Zahlen k£ < n ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge gerade der Binomialkoeffizient

(k)
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4° Fir jede reelle Zahl « gilt:

wems (1) () = (i5):
5° Far naturliche Zahlen m < n gilt stets:
Tf(lﬂ—l—m) B <n+1>
— m m—+1
(1.14) Satz: (Der binomische Lehrsatz) Fur beliebige reelle Zahlen z, y gilt fir alle nattrlichen

Zahlenn € N: .
(x+y)" = Z (Z) Ry
k=0
(1.15) Varianten des Beweisprinzips der vollstdndigen Induktion: Sei p € N eine nattirliche
Zahlund N, := {n € N|n > p}. 24.10.06]

1° £(n) sei formuliert fir alle » aus N,,. Dann gilt £(n) fur alle n € N,,, wenn gezeigt werden
kann:
e E(p) (Induktionsanfang)
evVneN,:En) = E(n+1) (Induktionsschritt)
2° Entsprechend wird die rekursive Definition ausgedehnt auf Folgen, die mit einer Zahl p
N beginnen: (a,, )n>p. a, durch Festsetzung und a,, 1 := Fy,(ay) oder a, 1 := Fy(ap, apti, - - - an).
3° Weitere Variante: £(n) sei formuliert fiir alle » aus N,,. Dann gilt £(n) fir alle n € N,, wenn
gezeigt werden kann:
e E(p) (Induktionsanfang)
eVneN,:EP)NEMP+L)AN...ANEn) = E(n+1) (Induktionsschritt)

(1.16) Beispiele:
1°Vn € N5 : 10n < n!
2°Y p qap=a1+ax+...+ap; Zzl:pak =ap,+ apt1 + ...+ ap. Im Falle n < p wird

i ar =0
k=p

gesetzt (Leere Summe).
3°Aus 1.3, 1.4 ergebensichVn e N: 37 k= 3n(n+1); Vne N: Y} (2k — 1) = n?.
41185 Ist 5, (5) = (41h).

5° Hzl:p ag = apapy1 - - - G - IM Falle n < p wird

gesetzt (Leeres Produkt).

(1.17) Satz: (Primzahlzerlegung) Jede natirliche Zahl n € N, hat eine eindeutige Zerlegung
(bzw. Produktdarstellung) der Form

m
n=p'py...o5 =[] mit
p=1
mit: p,, ist die p-te Primzahl und r, € N sind (durch »n bestimmte) naturliche Zahlen, r,,, # 0.
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