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Kapitel 1

Algebraische Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

Sei I eine (endliche oder unendliche) Menge von Indices.

G :={gr | k € I} sei eine Menge von Objekten.
Man definiert das kartesische Mengenprodukt

GxG:={(a,b)] a€G, beG}
Unter einer Verkniipfung O auf der Menge G versteht man eine Vorschrift, die
je zwei Elementen a := ¢; € G, b:= g € G wieder ein Element O(a,b) :=aOb € G
zuordnet. Man schreibt diese Verkniipfung auch als Abbildung

O: GxG—G, (a,b) = alb

Beispiele : © := 4+ und
G=N,G:=Q, G:=R,

1.2 Gruppen

Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung O heifit Gruppe
wenn folgende Axiome erfiillt sind :

G1 (a0b)Qc = aQ(bOc), Va,b,c € G Assoziativgesetz
G2 Je € G (neutrales Element) mit folgenden Eigenschaften

a) eQa=a, Vaed (1.1)
b) Va € G Ja € G (inverses Element) mit
aQa =¢

Die Gruppe heifit abelsch(oder kommutativ), falls
aQb = bQa, Va,b € G
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1.3 Korper

Eine Menge K zusammen mit den zwei Verkniipfungen
+:KxK—K, (a,b) > a+b
x K xK—K, (a,b)—axb

heifit Korper, wenn gilt:

K1 (K,+) ist eine abelsche Gruppe

(neutrales Element : 0 , inverses Element zu a : -a)
K2 Fiir Ky := K\{0} gilt :

a,be Kog=axbe Ky

(Ko, *) ist eine abelsche Gruppe (1.2)

(neutrales Element 1 , inverses Element zu a : a~!)
K3 Es gelten die Distributivgesetze , d.h. Va,b,c € K gilt

ax(b+c)=axb+axc

(a+b)yxc=a*xc+bx*c

1.4 Vektorraume

Sei K ein Korper . Eine Menge V zusammen mit einer inneren Verkniipfung
+:VxV >V, (vyw)—mv+w

Addition genannt und einer dufieren Verkniipfung
x: KxV >V (Av)— Axv

skalare Multiplikation genannt , heifit K-Vektorraum , falls gilt

V1 V zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe.
Das neutrale Element heifit Nullvektor , das negative Element wird
mit -v bezeichnet.
V2 Die skalare Multiplikation geniigt den Vertréglichkeitsbedingungen | (1.3)
Vipe K, Yo,weV:
A+ p)xv=Axv+puxv , Ax(v+w)=Axv+Axw
Ax(pxv)=Axp)xv, lxv=0v
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Komplexe Zahlen

2.1 Definition der komplexen Zahlen

Die Menge R x R aller geordneten Paare reeller Zahlen bildet zusammen mit der
Addition und Multiplikation:

($17y1)+($2»y2) = (.’171 +$2>y1+y2) (2 1)
(x1,y1) * (T2,y2) = (T1 % T2 — Y1 * Y2 , T1* Y2 + Y1 * T2) '

einen Korper.

Beweis: Ubung .

Diesen Korper nennt man den Korper C der komplexen Zahlen. Das Nullelement
ist (0,0) , das Einselement ist (1,0).

Da (z1,0) + (22,0) = (z1 + 72,0) und (z1,0) * (z2,0) = (z1 * T2,0) gilt, kann
man jede reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (z,0) identifizieren. R wird so eine
Teilmenge von C. Setzt man noch

1:=(0,1) ,
i2=(0,1) % (0,1) = (040 — 11,041 —1%0) = (—1,0) = —1 (2.2)

=1

D
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so erhélt man die gebriduchliche Schreibweise fiir komplexe Zahlen

z:=(z,y) = (x,0) + (0,y)

= (z,
€T

0) +(0,1) * (,0)

+ i xy,Ve,yeR
x (Realteil) , Im(z) :=y (Imaginérteil)

ik
R Im(z)

z=x+ixy=r1*e*?

» x=Re(z)
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2.2 Eigenschaften komplexer Zahlen
Unmittelbar klar ist
z1 =22 <= (Re(z1) = Re(z2) , Im(z1) = Im(z2))

Definition:
Z := Re(z) —i*Im(z)

ist die zu z = Re(z) + i * Im(z) konjugiert komplexe Zahl.
Damit gilt
z reell < z=72

Definition:

|z |:=Vz%Zz = \/Re(2)? + Im(z)?

ist der Betrag der komplexen Zahl z
Polardarstellung komplexer Zahlen:

z=xT+i*xy
x:= Re(z) , y:=Im(z)
ri=|z|= 22 +y?

cos(¢) :=a/r , sin(p) =y/r
z =1 (cos(@) + i sin(@))
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2.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Fiir jede komplexe Zahl z € C wird definiert :

Z=T+i*xy
ro=|z| = a2+ y?
x:= Re(z) , y:=Im(z) (2.9)

cos(¢) :==z/r , sin(¢) =y/r

% 1= eT TIXY = o s el %Y = T 4 (cos(e) + i * sin())

Damit kann man komplexe Zahlen einfach multiplizieren und dividieren:

zlzzrl*ei*¢1,22::r2*ei*¢2
21 % 29 = 1 %1y % eb ¥ (P11 P2)
1% 20 =T1 %72 (2.10)

ﬂzr_l*ei*(%*(ﬁz)’@;éo

22 T2

Mit der EULERschen Formel

V¥ P = cos(@) + i * sin(¢)
erhélt man

cos(x+y) +ix*sin(zr+y) =

T+ y) —pixa oy ixy

= (cos(x) + 1 * sin(x)) * (cos(y) + i * sin(y))

= cos(x) * cos(y) — sin(x) x sin(y) + i * (sin(x) * cos(y) + cos(x) * sin(y)
damit also durch Vergleich von Real- und Imaginérteil:

cos(x +y) = cos(x) * cos(y) — sin(x) * sin(y)

sin(z +y) = sin(x) * cos(y) + cos(x) * sin(y)
Auf analoge Weise kann man die bekannten trigonometrischen Umrechnungsformeln
einfach herleiten.
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Es gilt wie im Reellen:

VzeC,teR
xSk
(1) € = i

i k!
(2)  De**t = de?*l)/dt = z x ¥ *1
(3)  Dme**l .= gm(eZ*)/dt™ =z xe* *t ¥m e N
Definiert man fiir beliebige komplexe Zahlen ag,aq,...,a, € C das Polynom
(4)  Pu(D):=ag+ay D'+ ..+ a,x D"
dann gilt
(5) Py (D)e?*l = p(z)e? *t

(2.11)
Beweis fiir (2):
zi=x+ixy,
2t _ p(rtixy)xt _ rxty ixyxt _ ex*t*(Cos(y*t)—l—i*sin(y*t))

=T s cos(yxt) +ixe® * s sin(y«t)
Anwendung der Produktregel (f xg) = f' x g+ f * ¢’ liefert
Det** =z xe® *Luwcos(yxt) —yx e * L x sin(y = t)
+ivaxe Lagin(yst) + ixyxeT*Vxcos(yxt) =
(2 +ixy)* e *tx (cos(yxt) +ixsin(y*t))
— p % eZ ¥t
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2.4 Lineare Schwingungen

2.4.1 Mechanische und elektrische Schwingungen

Wir betrachten einen Massepunkt M mit Masse m , der nur lings der x-Achse be-
weglich sei. Im Zeitpunkt t befinde er sich am Ort x(t). Im Zeitpunkt t wirke auf
M die Federkraft

D) K(t) = —k = x(t) (k=Federkonstante).

Die an M wirkende Reibungskraft hat meist die Form

(2) Ks(t) = —r=+2/(t) (r=Reibungskonstante).

SchlieBlich kann noch eine duflere erregende Kraft einwirken, die wir als zeitlich
periodisch annehmen:

(3 K;5(t) = Ko * cos(wg *t) (Ko=Amplitude , wg=Erregungsfrequenz)
Nach dem NEWTONschen Bewegungsgesetz (”actio=reactio”) gilt

(@) mxa(t) = Ki(t) + Ka(t) + Ks(t) =

= —kxa(t) —r 2 (t) + Ko * cos(wp * t) (2.12)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung (da héchste Ableitung ') mit
konstanten Koeffizienten. Modelle dieser Art kann man auch fiir stromungsmecha-
nische Probleme angeben!

Interessant ist nun noch die analoge Situation aus der Elektrizitétslehre :
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Ein Kondensator der Kapazitdt C sei iiber den OHMschen Widerstand R und
die Induktivitdt L zu einem ”Schwingkreis” geschlossen. Dieser Schwingkreis sei
mit einem Erregerkreis gekoppelt, der eine zeitlich periodische Spannung U(t) =
Uy * cos(w * t) tibertréigt. Heute haben wir im PC schon w =2-3 Giga-Hz zur
Verfiigung!

Fiir die im Zeitpunkt t am Kondensator herrschende Spannung U(t) gilt dann die
Gleichung

(8 LxU"+R+xU"+ éU = %cos(w*t) (2.13)

Gleichungen dieser Art (mit nichtlinearen Komponenten) sind Grundlage der Si-
mulation des Verhaltens von Transistor-Schaltkreisen! Dabei sind pro Transistor 3
Gleichungen zweiter Ordnung anzusetzen. In realen Simulationen sind also Systeme
mit ~ 105 Differentialgleichungen zu lssen!!!

(Zur weiteren Information gebe man in die GOOGLE-Suchmaschine das Stichwort
SHICHMAN HODGES ein).

Die Differentialgleichungen (4) und (5) werden spéter mithilfe der komplexen Ex-
ponentialfunktion gelost.

Zwischen dem mechanischen Fall (Differentialgleichung (4)) und dem elektrischen
Fall (Differentialgleichung (5)) bestehen folgende Analogien:

MECHANISCH ELEKTRISCH

Ort x(t) des Massenpunktes | Spannung U(t)

Masse m Induktivitéat L (2.14)
Dampfungskonstante r Widerstand R ’
Federkonstante k Inverse Kapazitéit 1/C
Erreger-Amplitude Ky Erreger-Amplitude Uy /C

Mithilfe der komplexen Exponentialfunktion kann man nun alle Losungen obiger
Gleichungen fiir mechanische und auch elektrische lineare Schwingungen berechnen
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2.4.2 Der harmonische Oszillator

Wir untersuchen die homogene lineare Differentialgleichung
mit konstanten Koeflizienten

(W f'O)+2xdxf'(t)+kxf(t) =0

(freier Harmonischer Oszillator), mit den Konstanten

(2) 2xd>0 Diampfungskonstante

(3) k>0 Elastizitdtskonstante

Mit dem Differentialoperator

(4 Df(t):=f'(t), D*f(t) = f*(1t), ke N (2.15)
kann man (1) formal schreiben als

(5) P(D)f(t)=(D?*+2xdx D'+ k* D% f(t)=0

Setzt man speziell

6) f(t):=e**t zecC

so erhilt man aus 2.11(5)

(1) P(D)e**t = P(2)xe?*l = (22 4 25 dxz+ k)% *1

Satz:

P(z) =0= (wegen 2.15(7))

flt):=e** gt Losung der Differentialgleichung 2.15(1)

Also erhilt man mit: (2.16)
= —d VB —F 2= —d— Ik
fi(t) =1 * t , fa(t) :=e*2* t

zwei Losungen der Differentialgleichung 2.15(1)

P(D)f1(t) = P(D) f2(t) = 0

Die Losungsmenge von 2.15(1)(5) ist ein Vektorraum der Dimension 2 :

PD)fi(t) =0, P(D)fa(t) =0 =
P(D)(a1 * f1+ag x fo) =ay x P(D)(f1) + ag x P(D)(f2) =0, Vai,az €R

(2.17)
Hat man zwei linear unabhingige Losungen f1(t), f2(t) von 2.15(1) ermittelt, so hat
jede Losung von 2.15(1) die Form

ft) =ar* fi(t) + az * fo(t) , a1,a3 € C (2.18)
Nun trifft man die Fallunterscheidungen :

Q=d>—k,0<0,Q0=0,09>0 (2.19)



KAPITEL 2. KOMPLEXE ZAHLEN

(D)

Starke Dampfung

0>0 = &>k =

21, 2z reell

z1 75 z9

21 <0,20 <0 (>(<)

fi(t) == exp(z; *t) , j=1,2

sind zwei linear unabhéingige Losungen
Wegen (*) gilt:

tliglofj(t) =0 ) j: 172

Jede Losung hat hochstens ein Extremum
und maximal eine Nullstelle

(2)

Schwache Dampfung (Schwingungsfall)

N<0 = &<k =

21, z2 konjugiert komplex und

21 # 22

fi(t) :=exp(z1 xt) , fa(t) := exp(za x t)
sind zwei linear unabhéngige Losungen

3

Kritische Diampfung

N=0 = d’=k =

z1, 29 reell und

Z1 = Z9 = —d S 0

filt) = e () =t e ¥
sind zwei linear unabhéngige Losungen
d>0= tlim fit) =0,7=1,2

Jede Losung hat hochstens ein Extremum
und maximal eine Nullstelle

14

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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Der Fall 2.21 (Schwingungsfall) ist am interessantesten: definieren wir

wo:=+/|Q] = /|d®—k| >0 Eigenfrequenz
also (2.23)
lefdﬁ*i*wO,Zg:*d*Z‘*wO

so kann man mit der EULER-Formel
el * P = cos(¢) + i * sin(p) (2.24)

die Loésungen von 2.21 folgendermaflen schreiben:

fl(t) e(—d+ixwo)*t —dxt, ikwokt _
—dxt, * (c S(WO*t)+Z*S’LTL(w0*t))

fo(t)=e" (d—ixwo)*t _ —dxt, ~i*wo*t _
=e d*t*(cos(wo* )—z*sm(wo*t))

Um reelle Losungen fJR(t)7 j=1,2 zu erhalten, miissen in der allgemeinen Losung
f(t) = (1 * fl(t) —+ o * fg(t) , (1,009 € C (225)

die Konstanten a1, as geeignet gewéhlt werden,z.B.:

a:=1/2, ag:=1/2 =
(2.26)
) = e—dxt cos(wo * t)
oder
ay = —1/2, ag i =1i/2 =
(2.27)
R(4) = e~ @* 1y gin(wy « 1)
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2.4.3 Erzwungene Schwingungen

Wir untersuchen die inhomogene lineare Differentialgleichung

16

PD)f(t):=f"(t)+2+dx f'(t)+ k= f(t) = ag*cos(wg *xt) =: F(t)
(Harmonischer Oszillator mit periodischer dulerer Anregung F(t))

mit den Konstanten

d >0  Dampfungskonstante

k>0  Elastizitdtskonstante

ap >0 Amplitude der externen Erregung
wg >0  Frequenz der externen Erregung

Satz:

(2.28)

(2.29)

Sei

(1)  P(D)fE@t)=0 , fiir k=1,2

mit reellen , linear unabhingigen Funktionen f{(t), f#(t) und
@ P(D)f* (1) = F(1)

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung 2.28.

Dann hat die allgemeine reelle Losung von 2.28 die Form

(3)  f®)=ar* fEE) +ag* fEE) + f*(t), a,as €R

Eindeutige Losungen x(t) von

(5a) f(tg) :=co, f'(to) :=c1 (Anfangsbedingungen) oder
(5b)  f(to):=co, f (t1) := 1 (Randbedingungen (ty < t1))
erhélt man durch Einsetzen von (5a) bzw. (5b) in (3)

und Auflésung des linearen Gleichungssystems nach oy und as

(4) P(D)f(t)) = F(t) erhdlt man durch zusétzliche Bedingungen , wie z.B.

(2.30)
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Wir miissen also eine spezielle Losung f*(¢) von 2.28 ermitteln.
Im Falle F(t)=const=vy
sieht man sofort, dafl f*(¢) = v/k eine Losung von 2.28 ist.

Im Falle F(t)=ag * cos(wg xt) = Re(ag * el FWE * ty

trifft man die Fallunterscheidung
Plixwg)#0,Pli*xwg)=0:
Es gilt der

Satz:

Sei
(1) Pli*wg)=(i+wp)?+2xd*i*wp+k=rxel*P £ 0 mit
(2) Pr:=Re(P(ixwg)), Pr:=Im(P(i*xwg))

P,
r:=+/P3+ P}, TR = cos(¢)

Wir definieren:

@ 0 = aps o o Lt i et =)
Dann gilt: .
(4) P(D)f*(t) = ﬁ*p(D)ez*wE*t: (vel. 2.11(5))

= %*P(i*wE)*ei*wE’*t (i)

- aE*ei*wE*t _

Da das Polynom P nur reelle Koeffizenten hat, gilt
4
®  Re(PD)f*(1) = PD)Re(f* (1) 2

i*wE*t)

= Re(ag *e = ap * cos(wg * t)

Damit ist

()  Re(f*(t)) (i) GTE * cos(wpg *xt — @)

unter der Voraussetzung (1) : P(i *wg) # 0
eine spezielle (reelle) Losung von 2.28

(2.31)
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Fiir den Fall P(i xwg) = 0 gilt der

Satz:

Sei

(1a) z :=i*xWwg, 29 := —i*xwg und
(1b) P(z) =22 +2%dx2+k= 0
Dann gilt :

(2a) d=0 und P(z) =0
(2b) wg =w d.h. Erregerfrequenz wg = Eigenfrequenz wy
Resonanz
(2¢) P(D)f(t)=f"(t)+k=f(t)=0
hat die beiden linear unabhéngigen Lésungen
fE(@) = cos(wo *t) , fR(t) = sin(wp x t)

(2.32)
Beweis:
(3a) P(2)=0=
Bb) 2= 210 = —d ~ VE_F =
(16)
(Bc) P(z)=(z—2z1)*(2—29) =

(la)

(3d) 21 % 29 = k=

(3e) (i*wp)*(—ixwg)=k

Da z; und 2z rein imaginér sind, folgt (2a) aus (3b).
Aus (3e) erhilt man :

d=0
4 wi=k (d = )wg , vgl. 2.23

woraus sofort (2c) folgt.
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Satz: 2.33 Losung der inhomogenen Schwingungsgleichung: Resonanzfall

Voraussetzung:

(1) P(ixwg)=0 ,also

(2)  Dimpfung d =0, wg = wy = Vk und daher mit D°f = f

(3 PD)=D?>+k*+xD°=D?>+w2+«D°=(D+i*wy)* (D —i*uwp)

Argumentation:

Wir betrachten wiederum die komplexe Gleichung

(a) P(D)f(t):aE*el*wE*t:aE*eZ*wo*t
Ansatz fiir die spezielle Losung;:

(5)  f(t)=rxtxel*wo*t ~ c C noch unbestimmt
Einsetzen von (5) in (4) liefert

(6)  P(D)f(t)=2xi*v%wpyxel*woxt

Vergleich von (4) und (6) liefert

(7)  ap=2%ixy*xwg=—v= 4B

2% ixwy o

Damit gilt:

(8)  fr(t) =qoxtxel *Worl

ist eine spezielle Losung der (komplexen) inhomogenen Schwingungsgleichung (4)
(9)  P(D)f*(t)=ap*e *woxt

Da P(D) nur reelle Koeffizienten besitzt, gilt wiederum

(10) Re(P(D)f*(t)) = P(D)Re(f*(t)) (2) Re(agp * et *@wo * B = ap * cos(wo * t)

Damit ist
(11)  Re(f*(t)) = Re(ryo * t * et * w0 *1)
= Re(vyo * t * (cos(wg * t) + i * sin(wg * t)))
ap
= Re(

2 %1 % Wy
g .
= * 1 % sin(wp * 1)
2 % w
und wir erhalten das

x 1 x (cos(wo *t) + 1 * sin(wg *t)))

Resultat:

(12)  fr(t) := Re(f*(t)) = 2220 ¢ % sin(wp * t)

ist reelle Losung der inhomogenen Schwingungsgleichung

(13)  f"(t)+kx f(t) = ap x cos(wg x t)

Fiir a # 0 wéchst also im Resonanzfall die allgemeine Losung

(14)  f(t) = fp(t) +on* fR(t) +az  fR(t) , a1, €R

B tx sin(wo *xt) + aq * sin(wp * t) + ag * cos(wp * t)

- 2 % wo
unbeschrankt.(”Resonanzkatastrophe”)

(2.33)



Kapitel 3

Topologie metrischer Raume

3.1 Metrische Rdume (insbesondere R")

Dieses Kapitel lehnt sich an FORSTER,O.:Analysis 2 an; dieses Buch wird als
weiterfiihrende Lektiire empfohlen.

3.1.1 Allgemeine metrische Riaume

Definition:
Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: XxX—R
(z,y) — d(z,y)
mit folgenden Eigenschaften (3.1)
1) d(z,y) =0 <= z=y
(2) d(z,y) =d(y,z), Y,y € X (Symmetrie)
3) d(z,2z) < d(z,y)+d(y,2)), Vz,y,z2€ X
(Dreiecksungleichung)

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) bestehend aus einer Menge X und einer
Metrik d.
Folgerung:
(4) d(z,y) >0, Vz,ye X
Beweis: Anwendung der Dreiecksungleichung auf x,y,z := x,y,x liefert
0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = 2*d(z,y) , Ve.y € X
Beispiel 1:
Die Menge R der reellen Zahlen und die Menge C der komplexen Zahlen werden
zu metrischen Radumen, wenn man als Abstand definiert

d(l’,y) ::| r—=y | ) Vl',y, € R(C)

20
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3.1.2 Normierte Vektorriume

Die wichtigsten Beispiele metrischer Rdume entstehen aus normierten Vektorrdum-
en.

Definition:

Sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer Norm auf V

versteht man eine Abbildung V — R = {r e R : 7 > 0}
z = |z

mit folgenden Eigenschaften: (3.2)
D ||z]|=0 < z=0
@ |z |=| A |z ,VNER, zeV
@ z+yl<lzll+lyll, vVe,yeV
Folgerung:
@ lz—yl=llzll=lyll, vVe,yeV
&) |z]|>0,VeeV
Ein normierter Vektorraum (V,|| . ||) ist ein Vektorraum versehen mit einer
Norm || . ||. Hierfiir gilt der
Satz:
Auf jedem normierten Vektorraum (V|| . ||) wird durch
d(z,y) =z -yl , Ve,yeV (3.3)
eine Metrik d auf V definiert.
Beispiel 1 :
Auf R" erhilt man iiber das Skalarprodukt
<z y>= > Tpxyr, Vr,y ER
k=1
die sog. euklidische Norm
|z |l2:= V< x,x>
Beispiel 2 :
Eine weitere, wichtige Norm auf R" ist
@ lloi=  max | o |
die sog. Maximum-Norm
Allgemein definiert man auf R" die p-Normen (p € R,p > 1)
n
lzllp = (3 [aP)Y?
k=1
Satz:
W [zl <lzl2< Vil
Allgemeiner gilt die Aquivalenz aller Normen auf R" , d.h. (3.4)

Fiir jedes Paar von Normen p1, ps auf R"
existieren Konstanten m,M mit 0 < m < M und
(2) mxpa(z) < pr(x) < Mps(z) , Ve eR"

Beweis spéter.
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3.2 Offene und abgeschlossene Mengen
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann definiert man
B(zg,r) :={x e X | d(zo,x)<r} , Vo€ X, ¥Vr>0 (3.5)

als offene Kugel (Ball) in X um zy mit Radius r.

Definition :
(3.6)
Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von zy € X, wenn
Jde=¢€(zg) >0 mit B(zg,e) CU
Definition :
Eine Teilmenge Tx C X heifit offen, wenn
Veo € Tx Ir=r(xg) >0 mit B(zo,r) C Tx (3.7)
Eine Teilmenge Tx C X heifit abgeschlossen, wenn '
X\Tx :={re X |xgTx} offen ist.
Definition :

Sei X ein metrischer Raum und T'x eine Teilmenge von X. Ein Punkt zp € X
heifft Randpunkt von T'x , wenn in jeder Kugel B(xzg,r) C X sowohl ein Punkt
x1 € Tx als auch ein Punkt zo aus dem Komplement X\T'x liegt.

Die Menge aller Randpunkte von Tx wird mit 07x bezeichnet.

Es gilt:

(1) Tx\O0Tx ist offen

(2) Tx UdTx ist abgeschlossen

(3) OTx ist abgeschlossen

Beweis : Ubung.

Definition (4) :T% := X\0Tx offener Kern von X

Definition (5) :Tx UdTx abgeschlossene Hiille von X
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Das folgende Lemma gilt sinngeméfl in allgemeinen metrischen Rdumen. Der

Anschaulichkeit halber wird es im R* formuliert:

Lemma
(1a) 0 # I Indexmenge
(1b) R* > X, offen , Vi € I —>

(2) U X ist offen
icl

(3)  Fiir alle z € R* und r > 0 ist die r-Kugel B(z,r) offen.

Beweis:
zu (2) Seize J X;, =
i€l
3 o € I mit z € X;, oI en
Je>0 : B(z,e) C X;,
also a fortiori
B(z,e) C U Xi = (2) : U X; offen.
i€l i€l
zu (3) Seiy € B(x,r)
zu zeigen : 3e >0 : y € B(y,e) C B(z,r)
wihle e:=7r—|jz —y||2 > 0;
————

<r
Skizze:

B(y,¢€) B(xz,r)

zeige: B(y,€) C B(x,r)
Sei also z € U(z,¢) , dann ist
lz =zl =llz =y +y -zl < [lz =yl + |ly — «]]
<etlly—zll=r—llz—yll+lly -zl =r,
also z € B(x,r).

Beispiele:

In R (also k = 1) sind z.B. die Mengen

(0,1), (—2,1)U(4,5), (1,00), R\{0}, ... offen.

Nicht offen sind z.B. die Mengen {0}, [0,1), Q, R, Q, ...




Kapitel 4

Grenzwerte, Stetigkeit

In diesem Kapitel werden die aus dem R' bekannten Grenzwert- und Stetigkeits-
begriffe auf metrische Rdume (X,d) verallgemeinert.

Im Falle normierter Réume (d(z,y) =||  — y ||) ist dabei (bis auf marginale Aus-
nahmen) formal lediglich der Absolutbetrag durch eine Norm zu ersetzen.

4.1 Grenzwerte

Definition:
Sei X ein metrischer Raum und
(@F)eN C X = (2t 22,2k ah L) = (2F)

eine Folge von Punkten in X.
Dann nennt man die Folge (2*) konvergent gegen a € X , Symbol
klim z¥ = a , salopp z¥ —a
— 00
wenn auflerhalb jeder Umgebung von a nur endlich viele Punkte der Folge liegen , d.h.
zu jeder Umgebung U von a existiert ein n = n(U) € N mit
2k e U, Yk >n(U)
Nach Definition des Umgebungsbegriffs ist dies dquivalent mit
Ve>03In=n(e) mit d(@Fa)<e, ¥Yn>nle)

%)

Im R" kann man die Folgenkonvergenz auf die Konvergenz von Folgen reeller Zah-
len zuriickfiihren: es gilt der

Satz
1) (@) >R" —a=(aiy,..,a,) € R" <= (4.2)
(2) klim % = a;, Vi=1,..,n , d.h. komponentenweise Konvergenz.

—00

Beweis: Ubung

24
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Die Bezeichnung || . ||coc wird durch den
Satz:
lim [z, =l2e, Ve €R"
p—00
plausibel.
Satz:

(1) X metrischer Raum ,

(2) X D A abgeschlossen genau dann, wenn
3) AD(x)) — a€X = z€ A

Definition :
(1) X metrischer Raum

(2) Folge (zx) C X heifit CAUCHY-Folge <=
(3a) Ve > 03 K = K(¢) € N mit

(3b) AT, xn) < €, ¥V m,n > K(e)

25
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4.2 Funktionen von endlich vielen reellen Varia-
blen

Wir beschiiftigen uns in diesem und im n#chsten Kapitel mit Funktionen

f:RF S R™ bzw. f: U - R™

mit U ¢ R” geeignet, k,m € N.
Fiir unsere Vorstellung werden wir m = 1 und k£ = 1 oder k = 2 setzen, denn nur
in diesen zwei Fillen kénnen wir den Graphen von f zeichnen (bzw. von MAPLE
zeichnen lassen).
Zur Erinnerung:

Ist f: X — Y, soist

graph(f) = {(z,y) € X xY |y = f(z)} C X x Y.

MAPLE| >plot3d(4xcos(x+y)*exp(x*y/10), x=-10..10, y=-2..2, grid=[50,50]);

Die Elemente des R sind die k-Tupel (Spaltenvektoren)
(x1,.zp), o, €eRi=1,.. k.
Eine Anschauung von einem k-Tupel (21, ..., k) haben wir nur in den Féllen k = 1, 2
oder 3.
Skizze:

- x = (11,22)

-1
R" trigt die Struktur eines R-Vektorraumes, d.h. wir haben eine Addition (kom-
ponentenweise)  (21,...,2k) + (Y1, -, Yk) := (T1 + Y1, ooy Tk + Y)
sowie eine Multiplikation mit einem Skalar

A (21,0, xk) = (Akx, ., Ax2E),\ € R,
so dafl die (bekannten) Vektorraumgesetze erfiillt sind.
Fiir das neutrale Element bzgl. + , den Nullvektor (Ursprung des Koordinatensy-
stems), schreiben wir kurz nur 0 := (0, ...,0)".
Beachte:

Auf R¥ , k> 1, ist keine Division von Vektoren moglich;

1 .
— fiir = (21, ...,xx) € R¥ bei k > 1 nicht definiert!
x

Fiir reelle Zahlen € R haben wir den Betrag |z|;
unser Analogon fiir = (1, ..., z)" € R¥ ist

Definition

Fiir # = (21, ..., 21) € R” heift l|z||2 == /30, 22 (4.5)

1=

die euklidische Norm von z.

Im Fall £ = 1 ist ||z||2 = |z|; fir & = 2 vgl. auch die Definition des Betrags fiir
komplexe Zahlen !

Fiir z,y € R* beschreibt ||z — y||2 den (elementargeometrischen) Abstand der
Punkte z und y. Insbesondere ist also ||z||2 der (elementargeometrische) Abstand
des Punktes x vom Nullpunkt.

| - |2 ist eine Norm im folgenden allgemeinen Sinn
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Definition

Ist V ein reeller Vektorraum, so heifit eine Abbildung
(1) ||-]]:V —[0,00) Norm (auf V), falls

(2) Vz,yeVVAeRgil

(3a) llz|]| =0 <=2 =0

@0 [Pl = [\ x e

(3c)

|z +y|| <|lz|]| + |ly|]| (Dreiecksungleichung)

Definition

Ist || - || eine Norm auf V', so definiert man
d(z,y) = ||z —y|
als Abstand d(z,y) von z und y bzgl. dieser Norm.

Folgerung

Mit dieser Definition von d(z,y) gilt

(1) Vza,y,z €V:

(2a) d(z,y) =0<= x =y (folgt sofort aus 4.6(3a))

(2b) d(z,y) =d(y,x) , (folgt sofort aus 4.6(3b))

(2¢) d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) ,
Dreiecksungleichung ,(folgt sofort aus 4.6(3c))

27
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4.3 Stetigkeit

Definition:
Seien X und Y metrische Rdume und f: X — Y eine Abbildung.
(4.9)
f heifit stetigina € X <+ xlgla f(z) = f(a)
Satz:
Seien X,Y,Z metrische Rdume und
f:X—Y, g:Y — Z Abbildungen (4.10)
Ist f stetig in @ € X und g stetig in b:= f(a) € Y , dann gilt:
fog: X — Z stetig in a.
Satz:
Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung
ist genau dann stetig, wenn alle Komponenten '
fr: X —R
stetig sind.
Satz:
(1)  X,Y metrische Rdume
(2) f:X —Y imPunktaec X stetig < (4.12)
(3a) Ve > 030 =0(e) >0 mit
(3b) dx(z,a) < d(e) = dy(f(x), f(a)) <e
Definition:
(1)  X,Y metrische Rdume
2 fr:X—-Y VneN
3 f: X—-Y
Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert gleichmé8ig
gegen die Funktion f <=
(4a) Ve >0 3N = Ne) mit (4.13)
(4b) dy (fn(x), f(x)) <e, Ve e X, ¥Yn> N(e)
Satz:
(5a) f, stetig Vne N |
(5b)  fn, — f gleichmaBig
Dann ist auch
(6)  f stetig
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4.3.1 Lineare Abbildungen

Satz:
(1) V., W normierte Vektorrdume
(2) L:V — W sei lineare Abbildung

dh. Lo # vy + ag % v2) = o * L(V1) + @ * L(vy) (4.14)
Dann gilt : .

(3a) L stetig <—
(3b) Iy € R mit
[ L(z) | < vz, Ve eV

Definition:
(1) V,W normierte Vektorrdume
(2) L:V — W sei eine stetige lineare Abbildung (4.15)

Dann definiert man die Norm von L durch
@) [ L :=sup{l|Lx|: z€V, |z]|=1}

Folgerung

Nach 4.14 gilt:

W N Lef[<ylz|,VeeV
also nach Division durch || z ||# o :

x

@ L(il\mll) [ <y, VO#z eV (4.16)
woraus

(3 || L < oo und

@ | Laf| < | L] veeV,

folgt.

Nun betrachten wir den Spezialfall V :=R" , W:=R™ | | . |:=]
Eine lineare Abbildung L : R — R™

hat, bezogen auf die kanonischen Basisvektoren e* := (§,; , j = 1,...,n) , die Form

n n
Lr=L( Y zpef)= 3 apL(ef) = Apx
k=1 k=1
einer Matrix A := (a; , i=1,...m, k=1,...,n):= Ap :
die n Spalten von A (der Linge m) sind gerade die n Bilder L(e*) der kanonischen

Basisvektoren e,

l2

Definition:
(1) AeR™" | d.h. Matrix mit m Zeilen, n Spalten
Dann definiert man die ( von der Vektornorm || . ||2) generierte ) (4.17)

Norm der Matrix A durch
@ || Ally) = supll Az 2 : xR [z =1

Diese Matrixnorm kann folgendermaflen abgeschétzt werden:
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Beweis : Ubung.

Satz:
; <

)

< Vmxn makx | ar |
Z’

30
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4.4 Kompaktheit

Definition:

(1) Teilmenge Xp C X metrischer Raum

(2) T sei eine beliebige (endliche oder unendliche) Indexmenge

(3) XDU; offten , Viel

(4)  (Uy)ier heiBt offene Uberdeckung von X1 <= Xr C | I;

il
(4.19)

(56) X7 heifit kompakt <
(6a) Zu jeder offenen Uberdeckung (Ui)ier D X existiert eine

endliche Indexmenge I,, C I mit
(6b) XT (- U Ul

iel,
Satz:
Jede kompakte Teilmenge X7 eines metrischen Raumes X (4.20)

ist beschrankt und abgeschlossen

Die Umkehrung ist nicht generell richtig. Es gilt aber:

Satz: (HEINE-BOREL)
(1) R" D Ry kompakt < (4.21)
(2) Ry abgeschlossen und beschréinkt.

Satz:

(1a) Metrischer Raum X D X7 kompakt
(1b) f: X7y — R stetig.

Dann nimmt f auf X7 die Extremwerte an, d.h. (4.22)
(2a) dzy,20€ X7

20)  f(xy) =inf{f(z) : v € Xr}
(2¢)  f(x1) = sup{f(z) : v € Xr}




Kapitel 5

Differentialrechnung von Fkt.
mehrerer Variabler

5.1 Partielle Ableitungen,Gradient

Wir betrachten Abbildungen
f:R"DT, — R , = (21, Tpn) — f(T1,., Tn)

Definition :
”Geometrische” Darstellung von Funktionen mehrerer Variabler

Der Graph G von f ist die Menge
(1) Gp:={(z,f(x)):2 €T} cR"
Die Niveaumenge N;(c) von f zum Niveau c ist die Menge

(2) Ny(c)i={z€Ty: f(x) =c} CR" (5.1)

Im Falle n=2 nennt man Ny auch ”Hé&henlinie”

(vgl. z.B. Wetterkarte (Isobaren,Isothermen) oder alpine Wanderkarten).
Solche Linien existieren allerdings nur unter

zusétzlichen Voraussetzungen an f.

| MAPLE - 3d-Plot: |
> fi=(x,y) > (x*x+y*y);
> plot3d(f(x,y),x=-1,..,1,y=-1..1,grid=[41,41],axes=boxed,style=hidden) ;
| MAPLE - Hghenlinien: |
> fi=(x,y) —> (2%x*x+3*y*y);
> plot3d(f (x,y),x=-1,..,1,y=-1..1,grid=[41,41] ,axes=boxed,style=contour,
contours=20,orientation=[180,0]);

32
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Definition : Richtungsableitung , partielle Ableitung und Gradient

(1) R"™ DT, offen und

@ f:T,—R

(3) =z €T, fest gewdhlt

4) veR", ||v|2=1

(8)  ¢(t) :== f(z+txv) (definiert nur fiir z +txv € T),)
d t)— (0

@ 35001—g = tm L pys

Dann nennt man D, f(x) Richtungsableitung von f in Richtung v.

Im Spezialfall

k
(7 v=¢e"=(0,..,0,1,0,0,....0) € R" (k-ter Einheitsvektor)
bezeichnet man
_Of(z) _ o flattxet) —flz)
® @)= DD =D s = tim : = 6/(0)

als partielle Ableifung von f und f als partiell differenzierbar in v € T,
Der Vektor

" "

nabla . n
9 grad(f(z)):= VvV  f(@):=(fr;(@), ... fz, (2)) €R
heiflit Gradient von f | in Operatorschreibweise
0 0
10) V=_(=—,...... —_—
(10) (8331 T 8a:n)
und wird (insbesondere in der mathematischen Physik) hiufig benétigt.

(5.2)

Beispiel 1 :

flay,m2) == 21 + 23

fzy(x) =1 (x2 bleibt konstant)
fro(x) =2% 29 (21 bleibt konstant)
grad(f(z)) = (1, 2% x9)*
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Satz:

(1) R" DT, offen und

2 f,9:T,—R

(3 3 grad(f(x)), grad(g(x))
Dann gilt:

(4)  grad(f *g) = g*grad(f)+ f * grad(g)

Beweis:
(4) folgt aus der Produkregel fiir Funktionen einer Variablen (vgl.5.1(5),(6)):
ofxg) _ Of 9g
5 = — —_—
() 8xk 8xk*g+f*8:pk

(5.3)
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5.2 Totale Differenzierbarkeit

Definition (5.4) : (Totale) Differenzierbarkeit

(1) R" DT, offen und

@ f:T,—R™

f heifit im Punkt € T,, (total) differenzierbar, falls

(3a) 3 lineare Abbildung L* : R" — R™ und

(3b) 3 Umgebung U=U(x) mit

(Be)  flz+& =fz)+ L&)+ ¢, V(z+£ €U und

(3d) lim $(£) =0
=0, z+ceU €]

Die lineare Abbildung L¥ lautet in Matrixform
(4a) L¥¢ = ATE,

mit einer Matrix

(4b) AT = (aj},) € R™" (m Zeilen, n Spalten)
Damit geht (3d) iiber in

(40) f(z+&) = f(a)+ALE+8(E), V(2 +E €U

also komponentenweise

n
(4d) fj($+§)*fj(93):kzlaﬁ§k +6(8)

Vi=1l,..m,V(x+&eU

Beispiel:
() CeRMN (Ct=(C,dh. Csymmetrisch (quadratische Form)
N

6) f(z):=<uz,Cx>=2'Czx= 3 cyzpr; , dh =N, m:=1in (2).

kj=1
(7 flz+=<z+¢, Cx+0&>=
=< 2,0z>+<2,06>+<€Cr >+ < £CE> L™
=<z,0c>+2<Cx,{ >+ <ECE>=
=f(z) + <a,z> + ¢() , wobei
8) a:=2Cz, ¢(&) :=<¢,C¢ >
Mit der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung < u,v ><|| u ||2]| v ||2 folgt

An [1o@©) <l €l I CEN<I Nl C I M=l C Il € 13
Damit gilt
9(§)

11) lm —=-= lim |[C —0
0 el = g IOl

also ist f Vo € RY differenzierbar.
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SATZ (5.5)

(1) R" DT, offen und

@2 =1y fm): T —R™

sei im Punkt x € T, (total) differenzierbar, mit
@) flz+8) = fla) + AT+ 6(6)
E—0,z+¢eT, €]

(4b) AT e R™"

Dann gilt:

(5) fistin x stetig

© g—.ﬁ(‘r):a].rk7vxeTnv Vi=1..m,k=1..n
Definition:

x 6fj
(M) (Df)(z) = AT = (1)

aﬂ;‘k
nennt man Differential auch JACOBI-Matrix,Funktionalmatrix von f.

(5.5)
Es gilt auch umgekehrt:
SATZ (5.6)
(1) R" DT, offen und
(2) f:(flaafm)Tn"RlzR
(3)  frp(zx)stetiginz €T, ,VkE=1,..,n
(5.6)

Dann folgt:
(4a) fist in x total differenzierbar , damit aber auch
(4b) fist in x stetig




KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG VON FKT. MEHRERER VARIABLER37

SATZ (5.8) Kettenregel

(1a) R" DT, , R™ DT, offen und
(1v) ¢g: T, — R™

(1¢) f:T, — RF

(1d) g in x € T,, total differenzierbar
(1e) f in y = g(x) total differenzierbar

Dann ist die Kompositionsabbildung
(2a) h:=fog:T, —» R"

in x € T,, total differenzierbar mit
(2b) D(fog)(z) = Df(g(x)) * Dg(x)

Folgerung : Kettenregel fiir k=1

(1a) R" DT, , R™ DT, offen und
(1) ¢g: T, — R™

(1¢) f:T,, — R!

(1d) g in x € T, total differenzierbar
(1e) finy = g(z) total differenzierbar

Dann gilt fiir die die Kompositionsabbildung
(2a) h:=fog:T, — R!
m

Oh of 99; _
(2p) B, (x) = jzl ay; (9(2)) D1 () ,Vk=1,..,n
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Satz 5.9

(1) R" DT, offen
(2) f:T, — R stetig differenzierbar
(3a) z,v € R" fest , |[v]lo =1,t e R}
@) glt):==x+txv=(T1 +t*v] + ...... +a, +txu,)t
= (gl(t)a """ 7gn(t)t)
Bc) g(0) ==z, ¢'(t)=v
d
(4) Richtungsableitung D, f(z) = Ef(g(t)) lt — 0
Dann gilt Vx € T},

(5) D,f(x) =<w,grad f(x) >

Beweis

Da n. Vor. T, offen und h stetig ist , gilt

(6) Fe>0 : h(t):=f(g(t) €Tn, YVt €] —€,¢€]
Die Kettenregel 5.8 liefert

d of

© =3 S (a(t) (1)

() & of

k=19

n

d
(10) —9(t) [t =0 = kzl
(30) & of
= kgla—xk(ﬁﬂ) Uk
= < grad f(x),v > = <wv,grad f(z) >

M=

(9(1)) v
of

6xk

(9(0)) v

Folgerung 5.10

(1) D,f(z) =<wv,grad f(z) > =

@ Duf(@) = v Izl grad f(z) ||> cos(a)
wobei

(3) o = Winkel zwischen v und grad f(x) (5.10)

Damit folgt :

(4) Die Richtungsbleitung wird maximal fiir o = 0 . d.h.
(5) Der Vektor grad f(z) liefert die
Richtung des stirksten Anstiegs von f im Punkt x.
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Mittelwertsatz 5.11

(1) R" DT, offen

(2) f:T, — R™ stetig differenzierbar.

3) z€T,,vecR"

(4) Die Strecke z+t*v, 0 <t <1 liegt ganz in T,
Dann gilt :

1 (5.11)
(52) f(x+v)— f(z) = (Ofo(ert*v) dt) v

mit der Funktionalmatrix (m Zeilen, n Spalten)

of;

(5b) Df = (3—%)3' =1,..m, k=1,...n

und mit
(6a) M := sup ||Df(x+ tv)]]
0<t<1

erhalt man
(6b) [|f(z+v) = f()|| < M x[|v]|
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TAYLOR-Formel 5.12

(1a) N" 3 a:=(ag,....,an)

1p) |ali=a1+ ...+ a,

(1c) a!l:==ag!* ... x ayp!

(1) z% .= x?l % ..ok x9m Yo e R™

Ist f | o | mal stetig differenzierbar, definiert man
(2) DYf:=DMDS2. DI f

3) R"DT,offen,z €T,

(4) veR"mita+txveT,, Vte|0,1]

(5) f:T, — R' sei k+1 mal stetig differenzierbar.
Dann gilt:

(6a) 30 € [0,1] mit

6b) flz+v) = X -
o<k T la|<k+1

Z DYf(x + 0 xv) O

al

Gilt zusatzlich
(7Y F>0:{yeR":Jy—z|<dé}CT,
so kann man den zweiten Summanden in (6b) abschétzen und erhilt

8 YveR"mit|v|<é

DO(
@ frro) = I o
wobei o(|| v ||¥) eine Funktion ¢ darstellt mit
(9p) ¢(0) =0
(9¢) lim o)

v—0,v#0 | v [

Im Falle k=2 erhélt (9a) die anschauliche Form
1
(10a) f(x+v)= f(x)+ < grad f(x),v> +§ < v, H(z)v > +o(|| v [|)

Anteil: konstant linear quadratisch

mit der HESSE-Matrix

(10b) H(z) := (D;Dyf(z)) = (an(a:)

8xj8xk

) = (fujz) € R™

(5.12)

| MAPLE - HESSE-Matrix |
> with(linalg):
> hessian(x*y*z, [x,y,2]):
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Satz:(Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge)
(1) R" DT, offen
(2) f:T, — R stetig differenzierbar.

Dann gilt:

(3a) D;Dyf(xz) =DyD,f(x),j k=1,...,n, anders geschrieben
@) fr;zp = frpw; > dh
(3c) Die HESSE-Matrix H(z) := (D; Dy f(z)) ist symmetrisch, H = H*

(5.13)

Fiir Funktionen f : R" — R kann MAPLE in vielen Fillen
die TAYLOR-Entwicklung berechnen :

MAPLE - TAYLOR-Formel |
> mtaylor (sin(x*x+y*y), [x,y1);
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5.3 Vektorfelder,Divergenz,Rotation, LAPLACE-Operator

Definition: Vektorfeld

(1) R" DT, offen und

(2) v(z):= (n(x),...,vn(x)): T, — R"

Dann nennt man die Abbildung v ein Vektorfeld.

(3) v differenzierbares Vektorfeld <= 3 grad(vy) , Vk=1,...,n

Beispiel: f total differenzierbar = grad(f) ist ein Vektorfeld.

MAPLE - Vektorfeld des Gradienten |:
> with(linalg):
> with(plots):
> G:=grad (x*x+3*y*y, [x,y]);
> fieldplot(G,x=-4..4,y=-4..4);

Definition: Divergenz

(1) R" DT, offen und
(2) v(z):= (n(z),...,vn(z)) : T, — R" differenzierbares Vektorfeld
Dann definiert man die Divergenz :

) o Ovg
3 |div(v) = > D = < V,v >= < grad,v >
k=19k

Folgerung:

(4) ¢ : T, — R partiell differenzierbar —>
0 0 0

(5a) (Q;%:k) = a—i * U + ¢ x 8—;: (Produktregel)

Summation iiber k = 1,...,n liefert

(5b) \dw(¢> «0) =< Vo,v > +6 * div v‘

‘ MAPLE - Divergenz ‘:

> with(linalg):
> f:=[X,Y*Y,Z+X]): v:=[X’y’Z]:
> diverge(f,v);

(5.14)

(5.15)
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Definition: Rotation (curl)

(1) R3 D Tj offen und
(2 wv(z) = (vi(z),va(x),v3(z)) : T, — R? differenzierbares Vektorfeld
Dann definiert man die Rotation :

8'03 81)2 81}1 8’1)3 8’02 31}1

3 t = =(— - = - 2 = -
( ) "o (”U) Vixw (8I2 6373’8333 81‘1’83?1 6332)

(5.16)

| MAPLE - Rotation |
> with(linalg):
> fi=[xxx,x*z,y*y*z]): v:=[x,y,2z]:
> curl(f,v);

Satz:

(1a) R®*D T3 offen
(1b) f: T3 — R' zweimal stetig partiell differenzierbar (5.17)
Dann gilt

(2) rot grad f(x) =0 ,Vz €T3

Beweis:

Aus 5.13 folgt:

Die erste Komponente von rot grad f(z) ist fisz, — fogas =0

Analog erhélt man diese Aussage fiir die 2. und 3. Komponente durch zyklische
Vertauschung.

Definition: LAPLACE-Operator

(1a) R" D T, offen und

(1b) f:R"™ — R zweimal (stetig) differenzierbar
Dann definiert man den LAPLACE-Operator A durch (5.18)

(2) Af(z):=div grad f(z) = % Uz,
=1

MAPLE - LAPLACE-Operator ‘:
> with(linalg):
> laplacian(x*x*x+y*y, [x,y]):
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5.4 Lokale Extrema

Definition: Minimum, Maximum
(1a) R" O T, offen

(1v) z* €T,

(1e) f: T, — R

Dann definiert man:
(2a) z* lokales Maximum von f <—
(2b) 3 Umgebung V C T, mit

5.19

20 fe) > fly) VyEV (5.19)
(3a) x* lokales Minimum von f <=
(3b) 3 Umgebung V' C T, mit
(Bc)  fa") < fly), VyeV
Ein Eztremum ist ein Maximum oder Minimum.
Ist das Extremum z* in der Umgebung 7;, von z*
eindeutig bestimmt, so spricht man von einem isolierten Extremum

Satz: Notwendige Bedingung

fiir Extrema differenzierbarer Funktionen.

(1a) R" D T, offen

(1v) z* €T,

(1c) f: T, —R (5.20)

nach allen Variablen partiell differenzierbar
(1d) f hat in z* ein lokales Extremum

Dann gilt:
(1d) grad f(z*) =0
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5.4.1 Positiv definite Matrizen

Definition : Definitheit symmetrischer Matrizen
Sei A € R™" eine symmetrische Matrix (A" = A)

mit den (reellen) Eigenwerten Ay, ..., Ay.

(1a) A heiit positiv definit <

(1b) < Az,xz> > 0,V0#Az e R" <~

(1c) A >0, Vk=1,..,n

(2a) A heifit positiv semidefinit <—-

(2b) < Az,z >>0,Vz e R" <

(2c) M >0, Vk=1,...,n

(3a) A heifit negativ definit <— (5.21)
(3b) < Az,z><0,V0#z e R" <
(3c) A <0, Vk=1,...,n
(4a) A heifit negativ semidefinit <—-
(4b) < Az,xz ><0,Vz e R" <—
(4c) M <0, Vk=1,...n
(5a) A heifit indefinit <—
(6b) dz,y mit < Az,z > > 0und < Ay,y > < 0 <=
(5¢) Jike{l,.,n} : X <0, \>0
MAPLE berechnet die Eigenwerte einer reellen Matrix A folgendermaflen:
MAPLE - Eigenwerte |
> with(linalg):
> A:=matrix(3,3,[1.0,2.0,3.0,1.0,2.0,3.0,2.0,5.0,6.0]);
> eigenvalues(A);
5.4.2 Notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir lokale Extrema
Satz: Hinreichende Bedingung
fiir Extrema differenzierbarer Funktionen.
(1a) R" D T, offen
(1b) z* €T,
(1¢) f: T, — R
nach allen Variablen zweimal stetig partiell differenzierbar (5.22)

(1d) H(zx) = (fﬂ?jxk)j,k —1,..n€ R™"™ HESSE-Matrix von f
(1d) grad f(z*) =0 (d.h. z* ist "stationéirer Punkt”

Dann gilt: (Erinnerung: H® = H , H symmetrisch)

(2a) H(z*) positiv definit = f hat in 2* ein isoliertes Minimum
(2b) H(z*) negativ definit = f hat in z* ein isoliertes Maximum
(2¢) H(z*) indefinit = f hat in z* kein lokales Extremum
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Beispiel 1:

(1) f(z):=c+a?+3x*a3

(2a) Vf(z) = (2*xm:1,6%35)"
(2b) Vf(0,0) = (0,0)
2 0
(3a) H(x)= ( 0 6 ) = H(0,0) .
Eigenwerte von H:
(B3b) A =250, Ag=6>0
also ist H(0,0) positiv definit und wegen 5.22(2a) gilt:
(4) fhat in (0,0) ein isoliertes lokales Minimum.
Der Graph von f
(5) Gp:={rcR®: z3=2a}+3%a}}
ist ein in Richtung e = (0,0,1) offenes Paraboloid.

(5.23)

Beispiel 2:

(1) f(z):=c+a?— 23

(22) Vf(x)=(2%x1,—2*12)"
(2 V(0.0 = (0.0)
(32) H(x)= ( o > — H(0,0) .

Eigenwerte von H:

@Bb) A =2>0, Aa=-2>0

also ist H(0,0) indefinit, in (0,0) liegt also kein Extremum.

(4) fhat in (0,0) einen Sattelpunkt.

Der Graph von f

(65) Gp:={z€R’®: x3=c+a? a3}

ist eine Sattelfliiche (Der Kopf des Reiters zeigt in Richtung e = (0,0, 1))

(5.24)
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5.5 Implizite Funktionen

5.5.1 Implizite Funktionen in der Computertomographie (CT)

Zur Motivation der Untersuchung impliziter Funktionen (und auch spéter der Kur-
venintegrale) streifen wir kurz die Computer-Tomographie, eines der brillanten Bei-
spiele fiir die enorme Bedeutung der Mathematik fiir die Menschheit! Im Jahr 1970
wurde die CT von dem britischen Ingenieur G.N. HOUNSFIELD und dem ame-
rikanischen Physiker A.M.CORMACK entwickelt. Beide erhielten dafiir 1979 den
Nobelpreis fiir Medizin. Bei der CT benutzt man Rontgenstrahlen, um das Inne-
re des Korpers bzw. der Korperteile abzubilden, und zwar schichtweise,indem man
unter verschiedenen Winkeln rontgt. Ein Computer berechnet aus diesen Schicht-
aufnahmen dann zwei- oder dreidimensionale Bilder.Dazu werden mathematische
Verfahren wie die RADON- Transformation (Johann RADON , 1887-1956) oder
auch die FOURIER-Transformation (Joseph FOURIER , 1768-1830) eingesetzt. Die
typischen Rontgenbilder mit den hellen und dunklen Mustern entstehen dadurch,
daB} viele Gewebe einen spezifischen Schwichungskoeffizienten p besitzten, d.h. es
tritt unterschiedlich viel Strahlungsenergie durch. Um dies zu messen, benutzt man
die HOUNSFIELD-Skala, die verschiedene Dichtewerte des Gewebes reprisentiert.
Wasser hat den Wert 0 HE (HOUNSFIELD Einheiten), Luft -1000 HE und Kno-
chen 3000 HE. Der Durchgang eines Rontgenstrahls durch das Gewebe wird durch
ein Linienintegral beschrieben, das man mithilfe der RADON- und der FOURIER-
Transformation auflésen kann. Wenn der Computer auf diese Weise nun hinreichend
viele verschiedene Linienintegrale auswertet, kann er die untersuchte Schicht in gu-
ter Ndherung rekonstruieren:

(1) p(z) = gesuchte Dichtefunktion des Gewebes
(2)  Iy/I relative Strahlungsintesitét nach Durchgang
) In(lo/Iy)= [ ju(z(s))ds, ke K

Linie(k)
Schreibt man (3) in der Form
(4)  Fp(Ig, pr(2)) :=In(Lo/Ix) — [ pe(x(s))ds =0

Linie(k)

so ist die gesuchte Funktion p in ”impliziter” Form gegeben : man muf} die Funktion
F(I, ) nach p ”auflosen”.
Bei der CT ist das ein mathematisch und numerisch hartes Problem , das erst seit
einigen Jahren ausreichend gut beherrscht wird; es gibt hier keine exakte, nur eine
niherungsweise Auflésung.
Im folgenden Abschnitt sollen Bedingungen fiir eine exakte Auflosbarkeit unter Dif-
ferenzierbarkeitsbedingungen (bei der CT 1i. allg. nicht erfiillt) vorgestellt werden.
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5.5.2 Implizite Funktionen

Hauptsatz iiber implizite Funktionen

(1a) aeR* , be R™
(1b) 1 >0, 1r12>0
(22) Up:={z € R" : ||z —a|]| <m}
(2b) Uz :={yeR™ : |ly —b|| <2}
(3a) F:U1><U2—>Rm

(z,y) — F(z,y)

(3b) F(a,b) =0
(3c) F in (a,b) € R*™ total differenzierbar
OF
(3d) R™™ 5 a—y(a,b) ist invertierbar (5.25)

(4a) g:U; — R™ stetig
(4b) g(a) =10

(4c) g(Uy) C g(Ua)

(8) F(z,g(x))=0,Veel,

Dann gilt:
(6a) g ist in a differenzierbar mit der JACOBI-Matrix
dg oF -10F
Dabei ist
991 991
9 8x1 o 8mk
@ o= eR™F.
9gm 9gm
8901 o al‘k
or,  or
axl e a—mk
(8) Z—F = : : : € R™*.
v OF,, OF,,
8.7}1 o 8xk
or,  om
on T Oy
F
(9 (?9_ = : : : e R™™.
Y OF,, OF,,

an Oy
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Auflésungssatz fiir implizite Funktionen

(1) U; cR*, Uy c R™ offene Mengen
(2) F:U xU; —R™
(z,y) — F(z,y)
stetig differenzierbar
(3a) (a, b) e U; x Uy
(3b) F(a,b)=0

F
(3c) R™™ > g—(a,b) invertierbar
Y

Dann gilt: (5.26)
(4a) 3 offene Umgebung Vi mit a € V7 C Uy
(4b) 3 offene Umgebung Vo mit b € Vo C Us
(5) dg:V; — Vs stetig
” Auflésung” von F'(z,y) = 0 nach y = g(x)
mit
(6) F(z,9(x))=0,VreW
und
(7)) ((z,y) €VixVa, Flz,y)=0) =>y=g(x)
(Eindeutigkeit der Auflssung y = g(z))
Aus 5.25 folgt
(8a) I Uy C Uy, Uy CUs mit
oF

(8b) g—i(x) = — (g—z(x,g(x)))_l %(w,g(;ﬂ)) , Ve e Uy
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5.5.3 Hohenlinien

Satz: Hohenlinien

Voraussetzungen:

(1) R? DU offen

(2) f:U — R stetig differenzierbar

Die Niveaumenge N(c) von f zum Niveau c ist die Menge
(3) Ny(e):={(z,y) €U: f(z)=c} CR?

(4a) (a,b) €U

(4b) c¢:= f(a,b)

(5) grad f(a,b) # (0,0)

(6) F(z,y):= f(z,y)—c

Argumentation:
Anwendung von Satz 5.26 auf die Funktion F
Fallunterscheidung nach (5):

OF of
Fall 1): — == =
(6) all 1) 3y (a,b) By (a,b) #£0
(6a) 3 offene Intervalle I, Is € R mit

(a,b) € I x I, C U und

h: Il — IQ mit

Nf(c) N (Il X IQ) = {(x,y) el x Iy : Yy = h(x)}
(7)  Fall 2): g—i(a,b) = %(a,b) #0

analog zu Fall 1) , x und y vertauscht.

Resultat: Die Hohenlinien lassen sich also in der Umgebung eines Punktes,
in dem der Gradient nicht verschwindet,
stets als Graph einer Funktion h von x oder y darstellen.

(5.27)

| MAPLE - Hghenlinien: |
> fi=(x,y) —> (2%x*x+3*y*y);
> plot3d(f(x,y),x=-1,..,1,y=-1..1,grid=[41,41],axes=boxed,style=contour,
contours=20,orientation=[180,0]);
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5.5.4 Umkehrabbildungen

Satz :

(1) RnDUl,UQ offen

(2) f U — Us

3 a€lU, b:=f(a)

(4a) Jgi=f1:Uy — U, =

(4b) go [ =Idy, = (Kettenregel)

(4c) D(go f)(a)) = Dg(b)Df(a) = D(Idy;, ) = (6x) =1 € R""(Einheitsmatrix)

Daraus folgt:
5)  Dyg(b) = (Df(a)”"

(5.28)

Die Bedingung 5.28(5) ist auch hinreichend fiir Invertierbarkeit, wenn man ggf. die
Umgebungen Uy, Us noch verkleinert: mithilfe des Satzes iiber implizite Funktionen
beweist man den

Satz :

(1) R" DU offen

(2) f:U — R" stetig differenzierbar
3) acU, b:=f(a)

(4) det Df(a) # 0

(5.29)

Dann gilt:

(5a) JU DV offen

(5b) doffen V* 5 b mit

(6a) f:V — V* bijektiv und

(6b) g := ffl : V* — V stetig differenzierbar mit

(7) Dg(b) = (Df(a))”"
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5.5.5 Lokale Extrema mit Nebenbedingungen
LAGRANGE-Multiplikatoren

Als weitere wichtige Anwendung der Theorie der impliziten Funktionen werden nun
notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema von Funktionen unter Nebenbedingun-
gen abgeleitet:

Satz : LAGRANGE-Multiplikatoren

(1) R" DU offen

(2) f:U — R stetig differenzierbar

(B M:={zeU : f(z)=0} (Menge der zulissigen Punkte)
(4) a€U, grad(f(a)) #0€ R"

Die Funktion

(52) h:U — R

besitze in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung

(6b) f(a)=0
d.h.
(5¢)  J Umgebung V : ¢ €V C U mit (5.30)

(5d)  h(a) > (<)h(z), Yz e MOV

Dann existiert ein "LAGRANGE-Multiplikator” A € R mit
(6) grad h(a) = A grad f(a)

Dies kann man auch anders schreiben: Definiert man nédmlich
(7)  L(z,\) :=h(z) — A f(r) (LAGRANGE-Funktion)

so lauten die beiden notwendigen Bedingungen

(7a) VgL(a,\)=0 : Vh(a)—AVf(a) =0

(7o) VL(a,A\) =0 : f(a)=0

Beispiel 1:

(8a) h(x) =2} + 23

(8b) f(z):=3%xz1+2x2—1(=0: Gerade)

(9)  Aufgabe : h(z) — min unter der Nebenbedingung f(z) =0
(92) Vh(x) = (221, 222)"

(9b) Vf(z)=(3,1)*

(10) (7a): (2%a1,2%a2)! —A%(3,1) =0=

(10a) 2%xa1 —3*xA=0

(10b) 2%a9 —A=0

(11) (7b) : 3xa1+ax =1

(10a),(10b),(11) sind drei lineare Gleichungen fiir drei Unbekannte aq, as, A
(12) (10a)-3*(10b) = 2x a3 —6*a2 =0

(13)  6%(11)+(12) = 20+ a; = 6

(14) a1 =3/10 in (11)=> a3 = 1/10]

Damit ist noch nicht bewiesen, daf3 diese Werte a1, a; eine Extremalstelle
von h(z) unter der Nebenbedingung f(z) = 0 darstellen !!!. Die Bedin-
gungen (7a),(7b) sind nur notwendig und i.allg. nicht hinreichend. Um
tatsichlich ein Extremum festzustellen, sind zusétzliche Uberlegungen notwendig.
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Hier geht das ohne Probleme:

Die Aufgabe (9) ist so einfach, dafl man sie ohne LAGRANGE-Multiplikatoren lsen
kann. (Die Nebenbedingungen sind nach xo auflosbar):
setzt man némlich die Nebenbedingung xo =1 — 3 % z1 in (8a) ein, erhilt man:

(152) h*(z1) =22+ (1 =3*21)2=10x2? —6* 21 + 1

d(h*
(asey D@D og, 0 -0 —
dl’l
(15¢) ’xl =3/10= a2 =1-3x21 =1/10 ‘ in Ubereinstimmung mit (14)
d*(h* (1))

(15d) e - 20 > 0 = es liegt ein Minimum vor.
Z1
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Die Theorie der LAGRANGE-Multiplikatoren ermoglicht auch die Charakteri-
sierung der extremalen Eigenwerte symmetrischer Matrizen:

Satz : Extremale Eigenwerte symmetrischer Matrizen

(1) R">2A4, A=A

(2a) h:R" — R

(2b) h(z) =< z, Az >= z' Az quadratische Form
(2¢) Vh(z) = 2 Az

Aufgabe:

(3)  h(x) — Extremum

unter der Nebenbedingung

(4a) 2 e M :={z e R" :||z|| =1}, d]L

(4b) f(z) :=||z|l2—1=0

(4c) Vf(z) = 2

Dann lauten die beiden notwendigen Bedingungen
(5a) Vh(z) = AV f(z)=0 : 2Az = N2z

(Bb) f(z)=0

Damit ist die notwendige Bedingung (5a) dquivalent zum Eigenwertproblem
(6) Az =Xz, ||z|]l2=1
fiir die Matrix A (LAGRANGE-Multiplikator entspricht Eigenwert!)

(7a) M kompakt, h stetig = h(z) nimmt auf M Minimum und Maximum an
= (5a) ist erfiillt
=—> dJ Eigenwert A € R von A

Sei

(70) h(a') := min h(z), h(a?®):= max h(z
(a’) xEM() (a) xeM()

Dann gilt

(8a) h(a') =< al, Aa' >=<a',\ja >= )\ <al,a! >= )\ =
3 kleinster Eigenwert A; € R der symmetrischen Matrix A.

(8b) h(a?) =< a?, Aa® >=< a? \aa® >= \y < a?,a® >= \y =
3 grofter Eigenwert Ao € R der symmetrischen Matrix A.

(5.31)
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Extremum der Entropie
Mit einem diskreten Wahrscheinlichkeitsvektor
(1a) p=(p1,...,pn) € R"
(1) pp, >0, Vk=1,...n
n

1) > pr=1
k=1

und der Funktion (@)
. —z*logg(r) 0<ax<1
(2) h(x)= { 0 0
definiert man die Entropie (SHANNON-Information)

n

(3) |H(p1y--yPn) :zkz h(pg) > 0
=1

Aufgabe:

(4a) H(p) — Max
unter den Nebenbedingungen
(4b) pp >0,Vk=1,...,n und

n
(4c) flp)= > e — 1 =0
k=1

LAGRANGE-Funktion

(5)  L(p,A) = H(p) = M (p)
Notwendige Bedingung fiir Extrema unter Nebenbedingung

(6) VpL(p, A)=VH(p)—AVf(p)=0
Zunéichst berechnet man mit

d 1 ..
(78.) %1092((13) = m fur xTr > O

"p) = — o r _ b
(7o) A (z) = —logy(x) T ) logo(z) @) fir z >0
Damit wird (6) wegen (3) und (4c) zu
Opr
_ — —_ = == 1 “ee
(8a) —logy(pk) @) * on 0,Vk R )

woraus folgt
(8b) logo(pr) = —

wegen (4c) also

1
(8c) |pr=—, Vk=1,...,n| Gleichverteilung !
n

—A=const., Vk=1,...,n

1
In(2)

Im Inneren des Simplex
n
9@ Sp)={peR:p>0und > px=1}
k=1
liegt kein Maximum, da

(10a) ' (z) = —logy(x) — LN 0 <=

In(2)
(10b) A" () = ——— <

x *1n(2)
Im Falle
(112)3k™ : ppx = 1,also py = 0, fiirk # k™ folgt
(11v) H(p) = 0 , wegen (8c¢) also

(12) | 0< H(p)<1l= H(l7 cey l) = logan
n n




Kapitel 6

Partielle
Differentialgleichungen

6.1 Differentialoperatoren der mathematischen Phy-
sik

6.1.1 Typeinteilung linearer partieller
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Eine Gleichung der Form
(1a) R™ D Q offen
(1) u: Q2 — R
(2a) F:RUTEmm) LR
(2b) F(z,u(z),grad(u(z)), H(u(z))) =
2u(x
P u(a) i (o). ot (). G g ) =0 V€ ©
heifit partielle Differentialgleichung 2. Ordnung fiir n unabhéngige Variable
Z1, ..., &, und die gesuchte Funktion u(x)
L. allg. ist die Losung u von (2b) nicht eindeutig und man mufl (wie bei gewthn-
lichen Differentialgleichungen) geeignete Anfangs- bzw. Randbedingungen stellen,
um Eindeutigkeit zu erhalten.
Die partielle Differentialgleichung (2b) heifit linear , falls
(3) F(x,g,H) linear in allen Argumenten von g und H
Wir betrachten nun den Spezialfall
n
(4) F(z,grad(u(z), H(u(x)) = ’ kz 1Ajk($)uxjxk — f(x)
und hier wiederum den Fall n = é]mit
(8)  F(z,grad(u(z), H(u(z)) = a ug zq + 2b ux xq + € Uzozs
Durch analytische Uberlegungen kommt man zur Fallunterscheidung

(6a) ac—b >0 : elliptischer Typ (Reine Randwertaufgaben
(6b) ac—b < 0: hyperbolischer Typ(Anfangs- und Randwertaufgaben)
(6c) ac—b=0: parabolischer Typ (Anfangs- und Randwertaufgaben)
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6.1.2 LAPLACE-Gleichung,POISSON-Gleichung

POISSON-Gleichung

(1a) R" D> Qoffen , n=2,3

(1b) Der Rand 02 von (2 sei hinreichend glatt
Gesucht ist eine Funktion

(2a) f:Q — R mit

2p) A f(z) =q(x),Vz € Q

mit Randbedingungen
oder

(3) Y1 f(z) + 2 % %f(m) =r3(x) ,Va € 09

(3a) 11 #0,7 =0 : DIRICHLET-Randbedingung

(3b) 71 =0,v #0 : NEUMANN-Randbedingung

(3c) 71 #0,v% #0 : Gemischte Randbedingung
Dabei ist ¥ € R™ der Einheitsvektor in Richtung der
duferen Normalen (Senkrechten) auf dem Rand 02 von

und 82 die Richtungsableitung in Richtung v.
v

LAPLACE-Gleichung

Fiir den Spezialfall
(4a) ¢q(z) =01in (2b) (keine Quellen) erhilt man

(4b) |Af(x) =0 (LAPLACE-Gleichung)|

Funktionen f , die der Gleichung (4b) geniigen, nennt man harmonisch




KAPITEL 6. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 28

LAPLACE-Operator A bei Rotationssymmetrie

Sei

(ta) f:R{ — R zweimal stetig differenzierbar

(1b) R(z) := f(||z||2) (rotationssymmetrische Funktion)
Anwendung der Kettenregel :

2 VR(z) = f'(llzll2) VIzll2 = f(l|2]l2) 7=
(3 AR(z) = Af(llz]l2) = div Vf(||z]|2) = div (f'(||2[l2) 57—

Definieren wir "

@ o) = f([lz]]2) , v(x):= Tl

so folgt aus der Produkregel fiir die Divergenz

(5) | div(¢*v) =< Vg, v > +¢> « div v | vel 5.15(5b))~

(6) AR(z) =< V[f'(||z]l2), H ” +£(ll2]l2 )de T
=< f"(ll=[l2 )H I Tl || > +f (]2 )de I
= f"(llz]]2) < Tl Tl > +f' (]2 )de T
= f"(lzll2) *1 +F([[l2)div——

Zur Berechnung des zweiten Summanden definieren wir nun
1
(M ¢(x) =7, v(z) =2
(|2

und erhalten wiederum aus (5)

1 1
8) div—— =<V , T >+ *x div x
|| |\2 ||[2 |22
T zn: Oxy,
=< ——37
T T oz
i R
= |22 * ||2||53 + 2
][5 * |15 Er
o
|2 [l]2
_ n—1
(E41P

Setzt man dies in (6) ein, so folgt

) |AR(z) = Af(llzll2) = f([lx]l2) + %f’(\lxllz)

Als Spezialfille erhiilt man die singulidren Losungen

(102) Aln(||z|]2) =0, n=2

1
(10b) A ———= =0, n>2
[l
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6.1.3 Diffusionsgleichung

Diffusionsgleichung

W uylet) = 2B A

VeeQCR"” (n=1,2,3),Vt € (0,T) :
a = Wirmeleitungs- bzw. Diffusionskoeffizient

Separationsansatz:

(2)  u(z,t) = f(z)*g(?)

Einsetzen in die Diffusionsgleichung (1) liefert

(3a) f(x) dg(t) =a gt)Af(z), Y(z,t) e R"™ —=
-Vt
(30 5 =a = t., Yz, t) €R

Dies sind zwei Differentialgleichungen
(42) ¢'(t) =X g(t) =
gty = e A*1
und
A *
(4p) Af= Ef::)\ f
Eigenwertproblem fiir den LAPLACE-Operator
(HELMHOLTZsche Schwingungsgleichung)

Satz:

(1) F:R"x Rar
F(z,t) := t*n/2exp(—7||ilt|2)

ist eine Losung der Diffusionsgleichung
(2)  Fy(z,t) = AF(z,t)

99

(6.3)
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6.1.4 Wellengleichung

Wellengleichung

2
1) up(zx,t) = %;’t) = ¢ Au(z,t)

Vee QCR" (n=1,2,3) ,vt € (0,T) :
¢ = Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle

Separationsansatz:

(2)  u(z,t) =: f(z)*g(t)
Einsetzen in die Wellengleichung (1) liefert:

@ 1@ T8 — 2 gas@) , e e U =
g'(t) _ 2Af(x) ntl
(3b) FORE c @) A =const. , V(z,t) € R

Dies sind zwei Differentialgleichungen
(42) ¢"(t) = \g(t) =
g(t) :e:I:Z*\/X*t
und
A R
(4b) Af:af::)\ f
Eigenwertproblem fiir den LAPLACE-Operator
(HELMHOLTZsche Schwingungsgleichung)

Satz:

(1) R >¢>0 (Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle)
(2) veR", ||l2=1

(Ausbreitungsrichtungsvektor der Welle)
(3) f:R — R zweimal stetig differenzierbar

Dann gilt
(4) F:R" —R

F(z,t) .= f(<v,x > — ct)
ist eine Losung der Wellengleichung
(5) Fy = AAF
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6.1.5 Telegraphengleichung

Telegraphengleichung
Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in Dréhten.
(”? Uberlagerung” von Wellenausbreitung und Diffusion (Ddmpfung))

(¢D) ciutt(x,t) + c% up(z,t) = Au(z,t)

Spezielle Losungen erhélt man wiederum mit dem
Separationsansatz:
(2 u(z,t) =: f(z)*g(t)

analog zur Diffusions- und Wellengleichung
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6.1.6 MAXWELL-Gleichungen der Elektrodynamik

Die Vektoroperationen div (Divergenz) und rot (Rotation) erlauben eine elegante
Formulierung der MAXWELL-Gleichungen fiir elektrische und magnetische Felder
in homogenen Medien : (vgl. LEIS | S. 12)

MAXWELL-Gleichungen

(1a) rot E+p88—ft{ =0

(1b) rotH—eaa—?—aE:O

mit den Anfangsbedingungen (zur Zeit t=0)
(2a) E(z,0) := Ey(x)

(2b) divEy(z) =0

(3a) H(z,0):= Hy(z)

(3b) divHy(zx) =0 (6.7)

und den Konstanten

(4a) e > 0 Dielektrizitatskonstante
(4b) p > 0 Permeabilitiit

(4c) o > 0 Elektrische Leitfahigkeit

Gesucht ist:
(4) E = E(z,t) € R® | (Elektrische Feldstirke)
(6) H = H(z,t) € R®, (Magnetische Feldstiirke)

MAXWELL (1831-1879) konnte mit den Gleichungen (1a),(1b) die Existenz elek-
tromagnetischer Wellen vorhersagen, die erst 1888 von HERTZ (1857-1894) experi-
mentell nachgewiesen wurden.
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Folgerung 1 : Divergenzfreiheit des elektrischen
und magnetischen Feldes
Wir setzen:
(6a) f(z,t):=div E(x,t) , also nach Vor. (2a):
(6b)  f(x,0) = Ep(x)
Divergenzbildung auf beiden Seiten der MAXWELL-Gleichung (1b) liefert

E

(7a) div rotH — € div aa_t — o divE =0.
also wegen )
(7b)  div rotH = 0 (vgl. Ubung):

E
(7Te) —ediv 88—t —o divE = 0.
Falls E(x,t) zweimal stetig partiell differenzierbar ist, kann in (6d) die Differentia-
tionsreihenfolge vertauscht werden, also folgt
(7d) —e %div E—o divE =0.
und mit (6a),(6b):

(8a) —e¢ % —o f(z,t) =0.

(8b)  f(x,0) = Ey(x)

Setzen wir (fiir festes x)

(92) o(t) := f(x,t) , also
(9b) ¢(0) = f(z,0)

so geht (8a),(8b) iiber in

(o) LW Ty
Wy s

(10b) W = *z dt :>t
pdo(r) o

(10c¢) { ) dr = . /dT:>

0
(104d) log(¢(t) = Tt + const. =
€

(10e) o(t) = e:cp(—% t + const.) =

=7 erp(——t) =

an s =002 f.0) exp(-2 1

Dies bedeutet aber wegen (6a):
(12) div E(x,t) = div E(z,0) exp(,f £)
€

2
(:a) 0 =x exp(—gt):O, vt >0
€
d.h. die Divergenzfreiheit des elektrischen Feldes E(x,t) fiir ¢ = 0 wird durch die
MAXWELL-Gleichungen auch fiir t > 0 erhalten!.
div E(x,t) = 0 bedeutet: das elektrische Feld ist quellenfrei,d.h.in (z,t) sind keine

Ladungen vorhanden. Analog zeigt man
(13) div H(z,t) =0, Vt >0

)
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Zeitunabhiingige (stationire) MAXWELL-Gleichungen

Satz:

Fiir die Losungen E und H der MAXWELL-Gleichungen gilt:

0’E OF
1) AE - /,L(e—at2 oo )=0
0*H OH

Die Komponenten von E und H geniigen also der Telegraphengleichung
und im Falle 0 = 0 der Wellengleichung.

Beweis:
(3a) AE(x,t) = (AE:(z,t), AEy(z,t), AE3(x,t))

(3b) rot rot E=—AE+ grad div E (Beweis : Ubung)
Damit erhélt man

@ AE—,uath:
w.s.w. (Ubung)

0

Stationire Lésungen

erhilt man mit dem Separationsansatz

(52) E(z,t) = *W*TE(g)

(5b) H(z,t) = *W*1H*(z)

Einsetzen in 6.8(1a),(1b) liefert die stationiren MAXWELL-Gleichungen
(6a) rot E* —iwpH* =0

(6b) 1ot H* 4 (iwe —o)E* =0

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar

(7a) div E* =0 und

(7p) div H* =0
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6.1.7 NAVIER-STOKES-Gleichungen der Stromungsmecha-
nik

Die (inkompressiblen) NAVIER-STOKES-Gleichungen fiir zihe Fliissigkeiten oder
Gase ("fluids”) haben die Form

Eine fundamentale Rolle spielt hier die dimensionslose REYNOLDS-Zahl

(8

NAVIER-STOKES Gleichungen:

0
(¢D) pa—lt)+p<v,Vv>v—77Av = K—-Vp

Vre Qc R Vte(0,T):

(2) div v(z,t) =0 , (Inkompressibilitdtsbedingung)
Ve Q Ve (0,T):

(3) w(x,t) =0 , (Haftbedingung am Rand)
Vo € 00 vt € (0,T) :

(4) v(0,z) =vo(z) , (Anfangsgeschwindigkeit fiir t=0)
Yz € Q

(5) [ p(z,t)dz = po(t) , (mittlerer Druck)
Q

Gegeben ist:

(6a) Offenes Gebiet Q € R® , 99 ”hinreichend glatt”
(6b) p Dichte (konstant)

(6c) n Viskositdtskonstante

(6d) K = K(zx) duBere Kraftdichte

(6e) po(t) mittlerer Druck

Gesucht ist:
(7a) v =w(z,t) € R*®, (Geschwindigkeitsfeld)
(7b) p=p(x,t) € R, (Druck)

Re

rhoxV x D

= —— |, wobei

Ui

(8a) V := [||v||2dz , (mittlere Geschwindigkeit)
Q

(8b) D = Durchmesser von Q2

Im Experiment wird beobachtet, dal bei groBen REYNOLDS-Zahlen Turbu-
lenz eintritt.
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Kapitel 7

Integrale von Funktionen
mehrerer Variabler

7.1 Kurven im R"

(1a) (Parameter)Intervall [ := [a,b] C R
(1b) c¢: I — R" stetig differenzierbar.

Dann heiflt ¢ eine stetig differenzierbare Kurve im R".
(1) C:={c(z) : z €I}

Beispiel 1: Kreis
(2) c:[0,27r] — R?
c(t) := (r* cos(t),r * sin(t))?
Beispiel 2: Gerade durch v° mit Richtungsvektor v
(3) ¢:] —o0,00[— R"
c(t) =00 +txv
Beispiel 3: Schraubenlinie
(4) ¢:] - o00,00[— R?
rnceR 1 r>0,v#0
c(t) :== (r * cos(t), r * sin(t),y * t)
Beispiel 4: Zykloiden (Abrollen eines Rades auf einer Geraden:
Beobachtungspunkt P) (7.1)
(5) c¢:] — o0, 00[— R?
r=Radius , ¢ =Wilzwinkel des rollenden Rades
c1(8) =1 % (6 — p sin(6))
e2(8) =% (6 — p cos(9))
Fall 1: p=1 : P liegt auf dem Rand des Rades
Fall 2: 0 < g < 1: P liegt im Inneren des Rades (Trochoide)
Fall 3: > 1 : P liegt auBerhalb des Rades (Trochoide)
Beispiel 5: NEILsche Parabel
(6) c¢:] — o0, 00— R?
c(t) == (t2,13)
Beispiel 6: Logarithmische Spirale
(7) cft) := (¥ % cos(t), eV« sin(t)) , v >0

‘ MAPLE - Kurvenplot: ‘
> with(plots)
> spacecurve(....... )
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Kurventangentialvektoren

Fallsc: I — R"
eine stetig differenzierbare Kurve ist, nennt man

de(t
(1) il(t) = (Ey(t), s & (1))
Tangentialvektor von c.
Die Kurve c¢ heifit regulér in t*, falls (7.2)
de(t*)
2) —2#0eR"
(2) g #0€

andernfalls nennt man ¢ singulér in t*

Beispiel: NEILsche Parabel
c(t) == (t2,13)
d(t) = (2t,3t%) = (0,0) , fir t =0

Schnittpunkte von Kurven

Eine Kurve ¢ : I — R muf} nicht notwendig injektiv sein. Gilt
1) Ftr#£ta : c(ty) =c(tg) =t cq9
<= c19 heiBt Doppelpunkt der Kurve ¢(t)
Im Doppelpunkt c19 kann sich die Kurve durchdringen
und dann dort zwei verschiedene Tangentialvektoren besitzen.

Beispiel:

(2) c(t):=(t2 - 1,83 —1) (7.3)
(38) ¢(—1)=¢(1) =0, also 0 Doppelpunkt vonc

(42) c(t) = (2t,3t2 - 1)

(ab) ¢(—1) =(-2,2), (1) = (2,2)

Damit besitzt ¢ im Doppelpunkt zwei verschiedene Tangentenvektoren.

Der Schnittwinkel a zweier differenzierbarer Kurven ¢ und d
ist der Schnittwinkel der jeweiligen Tangentialvektoren, also
(5a) C(tl) = d(tg) -
<d(t1),d (t2) >
(5b) cos(a) =
[le"(E) |21’ (2)]]2
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Rektifizierbare Kurven

Satz: Jede stetig differenzierbare Kurve c ist rektifizierbar:
Fiir ihre Linge L(c) gilt

b C
1e) = 1957

[l2dt | (Bogenlénge)

(7.4)

Beispiel: Einheitskreisumfang

(2a) c(t) = (cos(t), sin(t))

(2b) (' (t) = (—sin(t),cos(t)) , || (®)||l2 = v/sin2(t) + cos?(t) = 1
2m

27
(3a) f||d2(:)\|2dt:/1dt:27r
0 0
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7.2 Kurvenintegrale

Kurvenintegral iiber Vektorfeld

Definition:

Gegeben sei ein differenzierbares Vektorfeld v mit
(1a) R" D T, offen und

(1b) v(z) := (vi(x),...;vn(x)) : T, — R"

und eine stetig differenzierbare Kurve ¢ mit

(2a) (Parameter)Intervall [ :=[a,b] € R

(2b) c¢: I — T, stetig differenzierbar .

(2¢) C:={c(t) : tel}

(2d) A:=c(a), B:=c(b)

Auf v definiert man das (skalare) Kurvenintegral
des Vektorfeldes v iiber der Kurve ¢

(3 [uvde:= ff <o(c(t)),d(t) > dt
C a

Beispiel:

Ist v ein Kraftfeld, so bedeutet das Integral (3) die Arbeit,
die bei der Verschiebung eines Massepunktes auf der Kurve ¢
von c¢(a) nach ¢(b) zu leisten ist.
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Wegunabhiingigkeit

Betrachtet man zwei verschiedene Kurven

(1a) ¢!':a,b] - R" und ¢? : [a,b] — R",

die zwei Punkte A, B miteinander verbinden, d.h.

(1b) A=cl(a)=c*a) , B=-cl(b)=c2(b)

so werden die beiden Kurvenintegrale auf dem Vektorfeld v i.allg.
verschiedene Werte haben.

Ein stetig differenzierbares Vektorfeld v heifit konservativ

in einem Gebiet (2 , falls die Kurvenintegrale iiber stetig
differenzierbare Kurven nur vom Anfangs- und Endpunkt abhingen.
(Aquivalent : Kurvenintegrale iiber geschlossene Kurven sind stets null)
Ist v speziell ein konservatives Kraftfeld, dann ist die geleistete Arbeit
unabhingig vom Weg.

Kurvenintegrale iiber geschlossene Kurven ¢ werden mit dem Symbol
c(b)

(2)  § bezeichnet.
c(a)

Satz:

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld v iiber einem einfach zusammen-
héngenden Gebiet Q) gilt:

(3) v konservativ <= rot v = 0 (Integrabilifitsbedingung)

Potential

Existiert zu einem Vektorfeld v : R" D> T,, — R"

eine skalare Funktion U : R" — R! mit

@) v(z)=-VU(x)

dann bezeichnet man U als ein Potential des Vektorfeldes v
und das Feld v selbst als Gradientenfeld. Mit

(5a) U*(t) :=U(c(t))

(5b) [wv dc:= fb <w(c(t)),d(t) > dt
C

folgt der

Satz: Jedes Gradientenfeld ist konservativ.




KAPITEL 7. INTEGRALE VON FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLER 72

Umgekehrt besitzt jedes konservative Feld v ein Potential
B b

Uz) :=U(°) — [vde=U(z") — [ <ovlc(t)),dt) > dt
A a

Dabei ist 2° ein fester Punkt und das Integral darf iiber eine beliebige differenzier-
bare Kurve mit c¢(a) = 2° unf ¢(b) = z erstreckt werden.

Beispiele fiir konservative Kraftfelder
r R, v=K(z),E(r) € R?

Schwerefeld der Erde:
K = —g(0,0,1)",
U(x) = gus
g=Erdbeschleunigung

Kraftfeld der Sonne (Position in x=0)

ri= [zl
mg*xmg x
K(I) = -7 T ;
ms*mpg
Ul) = +y ——=

mg=DMasse der Sonne
mpg=Masse der Erde
vy=Gravitationskonstante

Elektrische Feldstirke einer Ladung Q , die sich in x=0 befindet

Q =z
E(z) = z
() dmegr? r
U(z) = —
() 4meor

eo=Dielektrizitdtskonstante
Im elektrischen Feld bezeichnet man das Potential auch als Spannung.

7.7)
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7.3 Flichen im R?

Definition :

(1a) Rechteck Q I:]al,bl[X]a27b2[
Parameterdarstellung der Fléiche
(1) f: R*>Q —R?
fr = fe(&,&2) , k=1,2,3
stetig partiell differenzierbar

(1e) F:={f(§) : £}

Tangentialvektoren

0 0 0
(2a) tl(f):( Jc;lg(f)’ J(;Z(f)’ J(;?%(f)

0f1(§) 9f2(€) 3f3(§)) (7.8)
06y~ 06 T 0%

)

(20) t2(¢) = (

Die Fliche F heifit regulédr im Punkt z = f(§) € F <
(tl(f) #0, t2(§) #0) und t',? linear unabhingig

Wir setzen ab hier stets Regularitéit der Flidche voraus.

(3a) np(§) = ¢1 (&) x t2(§) (Normalenvektor zur Fliche f)

. th(&) x 2(¢)
(3b) n A w2
3b F(g) Htl(é‘) X t2(§>||2

(Normaleneinheitsvektor zur Fliche f)
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7.4 Integrale von Vektorfeldern iiber Flichen im
R3

Definition: Integral eines Vektorfeldes v iiber die Fléiche F:

Jdf .= [ <v(f(&1,&)), nr(&, &) > dédés (7.9)
fa o) :

by
=/ () <v(f(&,&)) , nr(r, &) > dé) dé
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7.5 Volumenintegrale im R"

7.5.1 Integrale iiber Quader

(1) V= Q= [ [aw, b = [ar, ba] X [az, bo] X o X [an, bn] C R”
k=1
(2) f:Q — R stetig

b, bn-1 by
@) [f)dz=[( [ ... ([ f(@)dzy).....dzp—1)dzy
Q An  Gp—1 al

(4) Die Reihenfolge der eindimensionalen Integrationen
kann beliebig vertauscht werden.

7.5.2 Transformationssatz fiir Volumenintegrale

#(b) b
Verallgemeinerung der Substitutionsregel [ f(y)dy = [ f(é(x))¢'(z)dx
o(a) a

der eindimensionalen Integration

(7.10)

(1) R" DV, V* offen

(2) ¢:V — V* sei ein C'-Diffeomorphismus, d.h.
(2a) ¢ bijektiv (injektiv und surjektiv) und

(2b) ¢ und ¢! stetig partiell differenzierbar.

Dann gilt:

@ | [ fdy= [ (olx))«ldet(3°)] dr

Polarkoordinaten (n=2):

o r T * cos(a)) det 99, b
9 a )7\ rsin(q)) » e (630) =7 (Ubung)
O<r,0<a<m

Kugelkoordinaten (n=3):

8 r * cos(«) a:

O<r,0<a<7m,0<pB<m

r rx sin(a) * cos(3) )
@ ( ! ) — ( r* sin(a) x sin(B) ) ) det(g—(b) =72 % sin(a) (Ubung)

(711)
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Berechnung des GAUSSschen Fehlerintegrals
durch Reduktion auf ein Doppelintegral
Gesucglot ist

1
A= | exp(—§a:f)da:1

o] 1 7 1
Ax A= ([ exp(=gai)d) (/exp(*gﬂfg)d@)

= 7) Ofof(fl,ﬂﬂz)d%dwz

—00 — OO
mit 1
flx1,22) := exp(fi(:v% +23))
Wegen

exp(—(=€)?) = exp(—(+£)?)

gilt aus Symmetriegriinden

00 00
AxA=4x [ [ f(@1,22)dx1dzs
00
= nlgnoo an f(z)dx

mit der konzentrischen Kreisscheibe
Q,:={reR? : 21 >0,2,>0, %<||x||§<n}
Nun fiihrt man Polarkoordinaten ein.

Q,, ist Bild des Rechtecks R,, := ] l,n[ X ]0,

YL r * cos()) ne ¢ .
¢‘(a) (r*sz‘n(a))) - detg,)
Damit erhélt man

n 77/2 1
[ fle)yde= [ [ exp(—grz)*r dtdr
/2 n 1
= [ (] exp(—ETQ)*r dr) dt
0 1/n
/2 1 yom
T g

[ unter der Abbildung

VR

™ 1 9 1 n—oo T ™
=3 (63317(—5” )—€$p(—w)) — —50-1)=3

Damit folgt
2 _ ; — 4T =
A 74*n1i>moon f(:c)dmf4*2 27

A= | ea:p(—%x%)dxl =27

—00
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7.6 Integralsitze

Die Integralséitze von GAUSS,STOKES und GREEN sind mehrdimensionale Vari-
anten des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

b

J &' (t)dt = ¢(b) — ¢(a)

Dies gilt auch fiir die in 7.6(5b) abgeleitete Beziehung im Gradientenfeld
B b

Jvde:= [ <VU(c(t)),d(t) > dt =U(c(a)) — U(c(b))

A a

Séamtliche Integralsitze (auch fiir hthere Dimensionen) kénnen mithilfe der Theorie
der Differentialformen in die elegante, einheitliche Form

Jdw= [ w
M oM
(allgemeiner STOKESscher Satz) gebracht werden, vgl.etwa FORSTER III , §21.

7.6.1 Der Satz von GAUSS im R"

(1) R"™ D V offen, beschriankt

(2) F := 0V (geschlossene) regulére Fliche

(3) np: 0V — R" duferes Normalenfeld

(4) OV hinreichend glatt

(5) v:V — R" stetig differenzierbares Vektorfeld

Dann gilt:
Volumenintegral der Divergenz=Oberflichenintegral des Vektorfeldes:
6) | [divv(z)de= [ wvdf
Vv F =0V
Falls (fiir n=3) die Fliche OV iiber einem Rechteck parametrisierbar ist,gilt
by by
(M [divo(@)de= [ ([ <o(f(&1,&)), nr(,&) > dé)dés
V az ay

Bemerkung:
Der GAUSSsche Integralsatz gilt auch noch,wenn der Rand oV
von V nicht glatt ist, sondern endlich viele Kanten, Ecken etc. besitzt.

Physikalische Interpretation :
Ergiebigkeit eines Volumens=
Integral des Flusses durch die (geschlossene) Oberfliche

(7.12)
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7.6.2 Der Satz von STOKES fiir Flichen im R?

(1) R?® DV offen , beschrinkt

(2) Regulire Fliche FFC V

(3) C := OF geschlossene,stiickweise glatte Kurve
(4) v:V — R? stetig differenzierbares Vektorfeld

Dann gilt
(5) [rotwvdf = [ wvde
F C :=0F

Ober flachenintegral Kurvenintegral

Physikalische Interpretation:

Das Integral iiber die Wirbel rot v einer Flache F =
Zirkulation des Vektorfeldes um die (geschlossene)
Fliachenrandkurve C' = OF

7.6.3 GREENsche Formeln

(7.13)

Voraussetzungen wie beim Integralsatz von GAUSS:
(1) R"™ DV offen, beschrinkt

(2) F := 9V (geschlossene) reguldre Fliche

(3) np:9V — R" dueres Normalenfeld

(4) OV hinreichend glatt

(5a) P:R"™ — R! stetig differenzierbares Skalarfeld
(5a) Q:R" — R! stetig differenzierbares Skalarfeld

Dann gilt die erste GREENsche Formel:

(6) [P(x)AQ(z)dz= [ P
V F =0V

(x)VQ(z)df f‘i < VP(z),VQ(z) > dz

Volumenintegral — Ober flachenintegral — Volumenintegral

Beweis:

Anwendung der Produktregel und

des Integralsatzes von GAUSS auf das Vektorfeld
(7a) v(z) := P(x)VQ(z)

(7o) div v(z) = P(z)Av(x)+ < VP(z),VQ(x) >

Bemerkung:
Die Formel (6) ist das n-dimensionale Analogon
zur partiellen Integration im R':

b .
8 [r(z)s'(z)dz = [r(m)s(x)]a — [ r'(z)s(z)dx

(7.14)



Kapitel 8

Variationsrechnung

8.1 Eindimensionale Probleme

8.1.1 Integrale mit Parametern

LEMMA 1

(1a) R D I; kompakt

(1b) R"! > T;,_; kompakt
(2a) f:Il X Tn,1 — R
(2b) f stetig auf Iy x T,,_1

(2¢) 3 f(x) stetig auf T,,_1 ,Vk=2,...n
Tk,
(Ba) ¢:T,.1 —R

(3b) gf)(:cg,...,xn) = ff(l’l,l’g,. ..,zn)d$1
Iy

Dann gilt:
(4a) ¢ ist stetig differenzierbar nach zs,...,z, und
0 9] R 7
(4b) M:/ f(xly T, , L )d$k7v1€:27.“’mn
8$k axk

I

d.h. man kann ”"unter dem Integral differenzieren”.

79

(8.1)
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Beispiel:
B) T, =K,={zeR": ||zl <r}
(6) w:T, — R stetig differenzierbares Vektorfeld
Gesucht ist ein ”Potential” des Vektorfeldes v auf T,,, d.h. eine Funktion P mit
(7ra) P:T, — R zweimal stetig differenzierbar
(7b) v(xz) = VP(z) , also
OP(x)
(7¢) vj(z) = oz, , Vi=1,.
Notwendig fiir (7b) ist dann
) Ovj(z) _ 0?P(z) (7:a) 0?P(z) _ Ou(x) Vik=1.....m
Oxy, O0x;0xy, 01,0 0z
Aus (8) erhélt man sofort

(9) rot(v) =V xp= (22 Oz Ovr Ouvs Ovz Ouy
T

Wir setzen nun voraus:
(10a) rotv =20

(10b) P(z)

1
f (ax)da)
0

H M:

k
Behauptung:

(11) VP(x)=w
Beweis:
Mit (10b) und der Produktregel folgt

(122) af;ff) =2 (% / vi(az)da) o+ 3 (/ vr(az)da) gix:

Ct— =
o
Q
)
<
QU
£
8
ES
+
S—_
i~
<
2
s
Q
o
*
—_

Ferner gilt fiir festes © € T,,

d d
(12p) %(cwj(ax)) =vj(az) + a%vj(aw))
—vj(ar) +a 39U
=v;(az akflakak
10 n
( :a) vilaz)+a Y %xk
k=107
Aus (12a) und (12b) folgt also
1
oP d
(12¢) o1, —/a(avj(a:v))da = avj(ax)

0
Ein stetig differenzierbares Vektorfeld v 148t sich also genau dann als Gradient eines
Potentials P(x) darstellen, wenn rot v = 0 ist.

a=1

0o = Vi) qed
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LEMMA 2 (Variationslemma)

(1) Intervall [a,b)) CR , a<b

(2a) C%a,b] :={f :[a,b] — R , f stetig auf [a, b]}

(2b) C?[a,b] :={f : [a,b] — R , f zweimal stetig diff.bar auf [a, b]}
(2¢) CZla,b] == {g € C?[a,b] : g(a) = g(b) = 0}

(3) feCa,b]

Dann gilt:
b
(4a) ([ f(t)g(t)dt =0, Vg € Cgla,b] ) =

a

(ab) f(t)=0, Vt € [a, 0]

Beweis:

Aus der Stetigkeit von f folgt die Aquivalenz von (4b) zu
(&) ft)=0,Vt:a<t<b

Beweis von (5) durch Widerspruch: Annahme: 0.E.:

(6) Jx €la,b]: e:= f(z) >0

Wiederum wegen der Stetigkeit von f existiert ein § > 0 mit
(7a) [z — 6,2 + 0] Cla, b[ mit

(70) f(t) > % Ve[ — 6, + 0]

Nun konstruiert man eine (Glattungs-)Funktion g mit den Eigenschaften
(8a) ¢(t) € C?a,b]

(8b) g(t) >0, z—-d<t<z+4d

(8c) g(t)=0,t<ax—0,t>x+0)

81

Die Funktion g hat also die in (2¢) geforderten Eigenschaften, ist damit in (4a) ”zur

Konkurrenz zugelassen”.
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Funktionen der Form
9a) r=r(t) =[x —tlls, 7 >0
2
exp(l — v % m) ,falls r < 6
0 Lfallsr>9§

haben die gewiinschten Eigenschaften (8) (auch sinngemi im R"! , weshalb die
Beweise dieses Kapitels relativ einfach auf den R"™ verallgemeinert werden konnen)

(9b) g(t) =

RIS

* s ° > Damit hat man
b w48 oho
€
10 0= [ ftg(tyit = | f0g(vyit = 5 [ a(tydt >0
a T—08
z—05

Dies ist ein Widerspruch , also ist die Annahme (6) falsch. q.e.d.
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8.1.2 HAMILTONsches Prinzip

Zur Motivation der Variationsrechnung dient das folgende wichtige klassische Re-
sultat aus der Physik:
Ein physikalisches System werde beschrieben durch n Funktionen der Zeit t:

@ ft) = (f(D),.... fu(t)) , a <t <D

(2a) T =1T(t, (jl—];) = kinetische Energie

(2b) U =U(t, f) = potentielle Energie

(2¢) L, f, Z—J;) = LAGRANGE-Funktion

Bei verlustfreien (mechanisch:reibungsfreien) Systemen gilt

df df
HAMILTONSChes Prmmp: die Funktionen f*(t) des tatsiichlich ablaufenden physi-

kalischen Systems machen das ”Wirkungsintegral”
d
(4a) W(f thf f())dt

iiber alle Funktlonen f=(f1,..., fn) mit den Eigenschaften
o) fr:lab] — R, Vk=1,...,n

(4¢c) fr € C?[a,b)]

(4d) z.B. Randbedingungen : f(a) = f, e R", f(b) = fp € R"
zum Minimum, falls f* € C?[a, b].

Analog zur Tatsache, dafl die Bedingung f’(z*) = 0 notwendig fiir ein differen-
zierbares Extremum einer Funktion f = f(¢) von reellen Zahlen ist, kann man ein
notwendiges Kriterium dafiir herleiten, daff ein Funktional F(f(t)) , also eine Ab-
bildung einer Menge von Funktionen f in die reellen (oder komplexen) Zahlen, ein
Extremum besitzt. Gesucht ist hier also ein extremales f* (nicht ein extremaler
Wert ¢*) Dieses Kriterium liefern die berithmten EULERschen Differentialgleichun-
gen.
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8.1.3 EULERsche Differentialgleichungen

Vorbereitende Definitionen :

(1) I :=[a,b] kompaktes Intervall
Die (spiater LAGRANGE-)Funktion
(22) L:IxR xR —R
(2b) (t,p.q) — L(t,p,q)
sei zweimal stetig partiell differenzierbar
(32) C?a,b] :={f:=[a,b] = R, f zweimal stetig differenzierbar}
(3b) C?[a,b] ist ein (unendlichdimensionaler) Vektorraum
Zu (physikalisch) vorgegebenen Konstanten (Randbedingungen) ¢1,c2 € R

84

definiert man die Menge der ” Konkurrenzfunktionen”

(4) K:={feC%ab] : fla)=c1, f(b) =ca}

EULERsche Differentialgleichungen :

Voraussetzungen wie in 8.3(1)-(4)

Das zu minimierende Funktional F hat die Form
(1la) F : K —R

b df (t
av F(f) = fo 0. L) @

dt

Dann gilt:

Notwenig dafiir, daf3

@ F(f) = inf{F(f) : fekK}

ist, daf§ f* die EULERsche Differentialgleichung

d 0 , 0 / _
(3a) Ea—qL(t,f(t),f(t))—a—pL(t7f(t)7f(t)) =0

erfiillt.

Ist f eine vektorwertige Funktion mit n Komponenten,
so gilt unter entsprechenden Voraussetzungen:

d o 0

G 9 LSO, ') = 5 =Lt f(t), f'(t)) =

(3b)
Opr,

0

8.3)
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Beweis: Wir setzen (2) voraus; dann gilt

(4) F(f*)<F(f),VfeK

Sei nun

(5) g€ C¢a,b] ,also gla)=g(b) =0

Nun kommt der entscheidende Variations-Ansatz:
(6a) f*+exge K ,VecR

(6b) P(e):=F(f*+exg)

Wegen (4) gilt dann

(6c) ®(0) < P(e), VeeR

Die reelle differenzierbare Funktion ® hat daher ein Minimum bei € = 0, also

dd
6D =2(0)=0

Berechnung dieser Ableitung:

(ra) 22 (0 i}jf*+e*g)
- %/L(’f’f(t) +eg(t), f'(t) + g (1)) dt= (8.1 LEMMA 1)
= fb %L@» F(t) +eg(t), f'(t) + g (1)) dt = (Kettenregel)
= fb(Ltte + Lp(...)pe + Lg(. . .)qe)dt

b
=[(0 + Lp(...)g(t)+ Lg(...)g'(t))dt
a
Partielle Integration ergibt wegen g(a) = g(b) = 0:

b b Food
(70) [ Lg(-.)g'(O)dt = Lg(-. g(®)s— [ 9() 5 Lg(-. )t = O—/g(t)—L

dt
Setzt man (7b) in (7a) ein, folgt mit (6d):
b
_de oL , d OL ,
(70 0= 210 = [( Gt F0.7(0) = 5500 FO.70)) ot i
Dies gilt Vg € C2[a, b] , also folgt aus dem Variationslemma (8.3)
daB der erste Faktor des Integranden in (7c) verschwindet:

dL , d oL ,
(7d) %(tvf(t)vf () - Ea—q(t,f(t)vf (t)) =0, a<t<b

also die EULERsche Differentialgleichung.
(3b) wird analog bewiesen.

gl

85



KAPITEL 8. VARIATIONSRECHNUNG

8.1.4 Bewegung eines Massepunktes im Potentialfeld

1) z(t) == (z1(t), z2(¢), z3(t)) Ortsvektor des Massepunktes
(2)  w(t) :==2'(t) := (2} (t), 25(t), x5(t)) Geschwindigkeit des Massepunktes
Kinetische Energie des Massepunktes mit der Masse m:

3
1 m
) T() = gl F =" > (o)
k=1
Potential
(3v) U:R?® — R
Gesamtenergie

(Bc) E=T+U

LAGRANGE-Funktion m

(4a) L(z,2')=T(a') - U(z) = gllﬂf'llg —U(z)
mit

(apy 2L _ 90U
&vk n 8zk
oL

(4c) — = m vy
8’Uk

Notwendig fiir ein Minimum von L sind die EULER-Gleichungen

dL , d oL , _ B
(5b) p=z,q=v=2a
also J U
JE— / —_— = =
(6a) m dt:z:k(t)+ e (z(®)=0,Vk=1,...,n =
(6b) mx%(t):—a—U((x(t)) , VeE=1,...,n
axk

(6c) |ma’(t) = ~VU(z)]
(7Ta) E(t) = %Hx'”% + U(z) Die Kettenregel liefert

n n

@ B S 00+ 3 o 0)eh )
k=1 k=

=<mz"(t) = VU (z(t)) , 2/(t) >=0
wegen der EULER-Gleichungen (6c¢).
Aus (7b) folgt die Konstanz der Gesamtenergie E=E(t).

86
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8.2 Mehrdimensionale Probleme

Sei

(1a) R? D G offen

(1b) R?DIG =: C =: {c(t) : a < t < b} stetig differenzierbare Kurve
(1c) OG =: 9G1 U OG>

(2a) ki, ko, 71,712 € CY(Q)

(2b)  a,v € CY0G)

Gegeben sei das Funktional

(3a) F(f): ({ [%(kl(x)fa%l (z) + k:g(:c)f%z (z)) — %rl(x)jﬁ(x) + Tg(m)f(x)] dx

+f [%Oz(m)‘f?(l‘) —’y(m)f(x)]dg
oG

Dabei ist das skalare Kurvenintegral in (3a) mit (1b) definiert als
b
(3b) [ flx)ds = [ f(c(t)l|c (t)]]2dt
oG a

(42) K ={fcC%qG): f(x) = ¢(z) , Yx € 0G1} , ¢ € C°(0G,)

(4b) Ko:={g€C’G):g(x)=0 , Vxe€dG}

Gesucht ist ein

(52) f* e C*G)NCYG)N K mit

(5b) F(f*)<F(f),VfeC*G)NC'(G)NK

Nun kommt wiederum der entscheidende Variations-Ansatz:

(5¢) f*+exge K ,VeecR , Vge K

(5d) P(e):=F(f*+exg)

Wegen (5b) gilt dann

(6a) ®(0) < P(e), Vee R

Die reedlle differenzierbare Funktion ® hat daher ein Minimum bei € = 0, also
(0]

(6b) I (0) = O1

(1) 2(e) :g (SR ((f* +exg)ay)® +kax (f* + €% g)ay)?

[\
—

—57"1*(f*+e*g)2+r2*(f*+e*g)] dx

1
Jrf [Ea*(f*+e*g)2ffy*(f*+e*g)] ds
oG
Differentiation nach e:
dd N .
(8a) E(e):/[kl*(f +exg)py ¥ 9wy T ko * (fF +exg)ay * gy

G
—ri* (f*+exg)xg+ry*g| do

+ [ [ax(f*+exg)xg—v+*g)] ds
oG
dd . .
(8b) E(O) = [ [ki* (f")ay * 921 + k2 * (f) o * gy
G
—rl*(f*)*g—i—rg*g} de + [ [a*(f*)*g—'y*g)] ds
oG
Das erste Integral wird mit partieller Integration
(92)  [u(z)vg,(z)dr = [ u(z)v(z)cos(ng,j)ds — [ug;(z)v(z)dr , j=1,2
G oG G
(9b) (u=ky*fr, , v:i=g) bzw. (u= ko * f, , v:=g)
umgeformt, wobei

(9¢)  cos(ng,j)=Cosinus des Winkels zwischen der duleren Normalen
ng = n(z) zu OG im Punkt z € 0G und der x;-Achse
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Damit geht (8b) iiber in
o, 0 ofr 9 orr
(11a) de(O)—/[ 1(/g1*8m1)*g a@(kz*a@)*g
e
—rl*f**g—i—rg*g] dx

of
+J |k
a{:[l*axl

+ [ ax frxg—vxg)] ds
oG
Ausklammern von g liefert

e, d of* d o
G

*

% g * cos(Ng, 1) + ko * of % g x cos(ng, 2)| ds
(91'2

—(ry* f*— rz)] x g dx

of of
+ ki * 2y 1) + ko *
afG [( o cos(ng, 1) + ko o

*

x cos(ng,2)

+a* f* =] *xgds

=0 ,ngKo

88

Nach dem Variationslemma 8.2 verschwinden alle Klammerausdriicke,die als Faktor
die Funktion g haben, und man erhilt als notwendige Bedingung fiir die Existenz

einer Funktion f* | die das Funktional (3a) minimiert,

EULERsche Differentialgleichungen

o' (@), 0, Of ()

(122) —i(kl(m)* o, )_3—:162( 2(7) * R )

8,@1

—(ri(x) * f*(x) —r2(x)) =0, Vo e G

(12b)  ky(z) % %x(x) % coS(Ng, 1) + ka(z) * %x(x) * cos(Ng, 2)
2

+ alx) x f*(z) —y(x) =0 , Vz € 0G4
Sie werden von einer minimierenden Funktion f* automatisch erfiillt.

und notwendig fiir f* sind auch die sog. natiirlichen Randbedingungen

Die sog. wesentlichen Randbedingungen

(12v)  f(x) = ¢(z) , Vo € 0G,

(z.B. Methode der Finiten Elemente) speziell eingebaut werden.

sind echte Einschréinkungen an f* und miissen bei numerischen Rechnungen

85)
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8.2.1 Das lineare Elastizitidtsproblem

8.2.2 Computersimulation: Die Methode der Finiten Elemen-
te



Kapitel 9

Beispiele

9.1 MAPLE

‘ MAPLE-Funktionsprozedur ‘
> fi=(x,y) > (x*x+y*y);
| MAPLE - 3d-Plot: |
> plot3d(f(x,y),x=-1,..,1,y=-1..1,grid=[41,41],axes=boxed,style=hidden) ;
‘ MAPLE - Hohenlinien: ‘
> plot3d(f(x,y),x=-1,..,1,y=-1..1,grid=[41,41],axes=boxed,style=contour,
contours=20,orientation=[180,0]);
| MAPLE - Gradient |
with(linalg):
with(plots):
G:=grad (x*x+y*y, [x,y]);
fieldplot(G,x=-4..4,y=-4..4);

vV V V V
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9.2 Stetigkeit

Die Funktion
I * T

(1a) f(z):= o fiir = # (0,0)

2, 2
1T %3
(1b) £((0,0)) ==
ist in = (0, 0) nicht stetig.

Beweis:

Setzt man die Folge

11
(2) z":= (Ev g) —(0,0)

in (1a) ein, so erhilt man

o o1
@ f@") =503
und damit
@ lim f(@) =5 #0=f((0,0)

also ist f in & = (0,0) nicht stetig.

Gilt fiir eine Funktio
f:R:\{0} — R!

11

|f(x) = £(0,0)] < [[«[]

so ist f in (0,0) stetig

91
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9.3 Gradient,Mittelwertsatz, TAYLOR-Formel

9.3.1 Fehlerrechnung

FEine physikalische Grofle y hdnge nach einem bekannten Gesetz
von n Groflen x4, ..., z, ab:
1) y=f(z) = f(z1, ..., zn)
Zur Berechnung von y muf} also der Mefiwert-Vektor x = (x1, ..., 2,,) gemessen wer-
den, was nur mit begrenzter Genauigkeit moglich ist. Wir definieren:
(2a) 7z = (z1,..., ) gemessene Werte.
(2b) T = (771, ..., Tn) wahre Werte.
Aus den Mefwerten errechnet sich fiir y der Niherungswert
@) §= (@, T)
wéhrend der wahre y-Wert durch
@) J= f(FT, .. Tn)
gegeben ist. Die Differenz
(5) |y — 9| heiBt absoluter Fehler von y.
Gesucht ist eine Abschétzung von|y — 7| , wenn man weif}, wie grofl die Betriige der
MeBfehler |z — ZTg| , k=1,...,n hchstens sind.
Nach dem Mittelwertsatz erhélt man (mit einem § € (0,1) :
6 f@)-—f@) =<grad(fz+dx(xT—-7)), (T—2)>
n

= 2 (@ — ) [z, (T + 6% (T - 1))
k=1

In dieser Formel (6) sind zwar die wahren Werte T unbekannt, aus dem jeweils an-
gewandten Meflverfahren ergibt sich aber in der Regel auch eine Aussage iiber die
Mefigenauigkeit,d.h.

(7) JereR, k=1,...,n: [T — 7| <er ,Vk=1,...n

AuBlerdem ist es hdufig moglich, eine obere Schranke M fiir |fy, | zu finden :

@) |frp(x)] < My, Ve e R" mit |z —Z| < e, k=1,...,n

Wegen 0 < § < 1 gilt diese Schranke auch in Gleichung (6), da Z + § x (T — Z) fiir
0 < 0 < 1 die Verbindungsgerade zwischen T und  durchliuft.

Damit erhélt man die Meffehlerabschétzung

n
O [J-yl< > enxMy

k=1
Beispiel: Es ist die Geschwindigkeit eines gleichformig bewegten Massepunktes
zu ermitteln. Dazu miffit man die Lénge s einer Strecke und die Zeit t , die der Mas-
sepunkt braucht, um diese Strecke zuriickzulegen. Seine Geschwindigkeit ist dann

(10) v= ; = f(s,1)
Die wirklich gemessenen Werte seien
+
(11a) §=27.1 — As , Mefigenauigkeit As = 0.03

(11b) F:=11.3 = At , MeBgenauigkeit A¢ = 0.05

Man berechne (mit dem Mittelwertsatz) Schranken v; und vq
fiir die wahre Geschwindigkeit v:

(12) vy <v < vo

Wir haben also

(13) € =0.03, e2 =0.05

Losung dieser Aufgabe: siche Ubung, Blatt 3.
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9.3.2 Ausgleichsrechnung

Bei vielen wissenschaftlichen Versuchen bzw. Beobachtungen sind die Werte wesent-
licher Konstanten

(1) z1,.eyxp

nicht direkt mebar bzw. beobachtbar und man ist auf indirekte Methoden zur
(approximativen) Bestimmung dieser Konstanten angewiesen.

Ist z.B. ein Zusammenhang der Form

2) y=fla,z1,...,xn)

bekannt, wobei

(3a) y="einfach” zu messende bzw. beobachtbare Grofie

(3b) a=Versuchs- bzw. Beobachtungsbedingung

so fithrt man den Versuch bzw. die Beobachtung m-mal aus und erhélt die Daten
(4)  yr = flag,x1,y ey ) = fr(x1, ey my) Ve =1,...0m

Nun mu#f i. allg. mindestens

(5) m>>n

gelten, damit x aus (4) in einer noch zu prézisierenden Weise eindeutig bestimmt
werden kann. Wegen (5) ist aber (4) ein tiberbestimmtes Gleichungssystem, das
i.allg. keine Losung besitzt, da die Mef3- bzw. Beobachtungswerte 35 meist ungenau
sind. Man muf} also einen ”verallgemeinerten” Losungsbegriff entwickeln. Wenn (4)
schon nicht exakt 16sbar ist, macht es Sinn, zu versuchen, "méglichst gute” Losun-
gen von (4) zu ermitteln:

Ansatz 1 FEUKLIDische Norm?

m 2 .
6a) > (yp— fr(x1,.cnan))” — Min
k=1

Ansatz 2 Mazimum-Norm

m
(6b) Z ’yk - fk(scl, ..... ,xn)| — Min
k=1

Fiir beide Ansétze wurden Losungsverfahren entwickelt. Beim Ansatz 2 liegt ein so-
genanntes " diskretes TSCHEBYSCHEFF-Problem vor, dessen Losung relativ kom-
pliziert ist. Wir werden uns hier auf die EUKLIDische Norm beschrinken (Metho-
de der kleinsten Quadrate nach GAUSS), da diese Norm differenzierbar ist
und damit einen einfachen Losungsalgorithmus gestattet. Dariiberhinaus hat dieser
Ansatz 1 auch statistische Relevanz.

Falls die Funktionen fi(x),...., fm(x) stetig partiell differenzierbar sind,

liefern die sog.” Normalgleichungen”

eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum.
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Ein wichtiger Spezialfall ist das sogenannte lineare Ausgleichsproblem.
Hier sind die Funktionen fj linear, d.h.

(8a) 3A € R™" (n Spalten , m Zeilen m > n)
fi(z)
(8b) : =A x.

In diesem Fall hat das Minimierungsproblem (6) die Form

9 ||Az —y||2 — Min

und die Normalgleichungen (7) lauten (vgl. Ubung)

(10) V(Az —y)!(Ax —y) = 24" Az — 2A'y =0

Falls Rang(A)=n ist (Maximalrang), dann ist A*A regulir, die Normalgleichungen

(10) damit eindeutig lésbar, das Minimum in (6) existiert und ist ebenfalls eindeutig
(vgl. Ubung).

Statistische Interpretation der Matrix (A'A)~!: Annahme:
(11a) w1, ...., ym unabhingige zufillige Variable mit
(11b) Erwartungswerte F(yx) = ux , Yk =1,...,m
(11c) Kovarianzen c¢ji, := E((y; — ;) (v — i) = { o) frj=k
G J J 0 sonst
d.h. y; und yx unkorreliert fiir j # &
Mit dem Erwartungswertvektor
(12a) = (lu‘la ey /u'm)t
wird (11b) zu
(120) E(y) = p
und (11c) zu
(12¢) Kovarianzmatrix von y : C = C(y) = 02 x [ € R™™
Fals Rang A=n (Maximalrang) ist, erhilt man die Losung
(13) z = (AtA)"1AYy
x ist ebenfalls ein zufilliger Vektor mit dem Erwartungswert
(14) E(z) = E((A'A)~!Aly) = (Linearitit des Erwartungsqertes)
— (ATA) 1A E(y)
= (A"A)~TA"
und der Kovarianzmatrix
(Erwartungswert eines dyadischen Produkts : Spalte x Zeile=Matrix)
(18) C(a) = B[(x - B(x))(x - E(x))']
= B[(A*A) T A (y — p)(y — p) A(APA) ]
— (AA) LAY B[y — p)y — '] A(ATA)
= 02(A'A)~! wegen (12c).
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9.4 2-dimensionale Variationsaufgaben:
Methode der Finiten Elemente

Zur numerischen Approximation von Lésungen von Variationsproblemen, deren
EULER-Gleichungen partielle Differentialgleichungen mit zwei Raumvariablen iiber
allgemeinen Gebieten Gy C R?sind, kann man folgendermafen vorgehen:

e (1) Netzgenerierung

n

Zerlegung des Grundgebietes G in Elemente E; : G2 = L]JE E;
ji=1

mit Knoten z¥ , 2% = 1,..., kg (gegen den Uhrzeigersinn numeriert)

("Lineare”) Dreiecke E; = T; = Con (), 22 2®))

Die kr = 3 Knoten sind die Eckpunkte

Einheitsdreieck T° := Con((0,0), (1,0), (0,1)) =: Con(£M),£(2) £G))

("Lineare”) Vierecke E; = Q; := Con(z(), 22 2(3) z(*)

Die kg = 4 Knoten sind die Eckpunkte.

FEinheitsviereck Q° := Con((0,0), (1,0),(1,1),(0,1))

Bei quadratischen Elementen kommen noch Seitenmittelpunkte dazu.

e (2) Formfunktionen:
Fiir jedes Einheitselement E° € {T°,Q°,....} sind Formfunktionen
(shape functions) s\ = s(0)(¢) mit s)(¢®)) = §; ;. zu konstruieren

e (3) Lineare Abbildung Einheitselement EJQ — Ej:

¢ (4) Interpolation
Interpolation der unbekannten Losung v = u” auf dem Einheitselement
2P = (W 2@ 20) . 2(*r)) Knoten der Einheitselemente
WP = (u(eD), u(€®), ., u(e®e))) = @D, u), ., ulke)
Unbekannte Losung u auf den Elementen E

kg ‘
uw (z) == . uW xsU)(z) Interpolation der Losung u auf E.
i=1
Nach Konstruktion der Formfunktionen s(4) gilt
uw* (W) =ul) | Vj=1,.. kg (LAGRANGE-Interpolation)

e (5) Quadratur
Integration des Variationsfunktionals (einfaches Beispiel)
J(u) = [(u2, +ui, + cxu?)dwida,
G2
ng
= > [ (u} +ud, +cxu?)drday
k=1E
Approximation des Integrals
Je(u) = Ef (uZ, +u2, + cxu®)drydey
k

durch
Ji(u*) = Ef (ux? + ul? + cx u*?)dwyda,
k
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9.4.1 Lineare Dreieckselemente

Gegeben sei ein allgemeines Dreieck
(W Ti=Con({P = (", a), P =(a{?,2f), Py = (af”,2l"))
wobei die Punkte P;, P», P3 im Gegenuhrzeigersinn numeriert seien.
T sei nicht entartet, d.h. Flidche |T'| # 0
Das Einheitsdreieck
(2)  T° = Con({(0,0),(1,0),(0,1)}) = {6 € R?: £,6, >0, &+ & <1}
Koordinatensystem : £ = (£1,&2)
kann mit der linearen Transformation
(3a) L:7T° —T:
(3b) z1:= xgl) + (x(lz) — x(ll)) * &1+ (:C(lg) — :Cgl)) * &g
(3c) 29 := xél) + (xéz) — xél)) * &+ (ac(;) — xél)) * &g
Bd) £,6£>0, H+6<1
also
(3e) x=1L&=Aré+2W
eineindeutig auf das allgemeine (nichtentartete) Dreieck T
(Koordinatensystem x = (z1,22)) in (1) abgebildet werden, denn
oL ..
(4) det(a—g) # 0 (Ubung)
Mit den sog. Formfunktionen (shape functions)
(52) sW(&,6):=1-& &
(6b) 5 (&,&) = &1
(5¢c) s (&,&) = &2
und den Vektoren
6a) X1— (2,0 2% e RI=He
6b) X, = (xg)?xg)’xé:s)) c R3
(M 56 == (s1(6),sD(¢), s (¢) e R?
geht die lineare Transformation (3) iiber in
(8a) =z := :c(ll) * s (€) + x§2) x5 (&) + x(ls) x5 (€) =< X1, 8(¢) >
(8b) g := :cél) * s (&) + méQ) * 52 (&) + :1353) x5 (6) =< Xy, 8(¢) >
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9.4.2 Lineare Viereckselemente

Das Einheitsquadrat

(92) Q"= Con({(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)})

(9b) kg = kg = 4 (Zahl der Knoten)

mit den Formfunktionen:

(10a) s (&, &) = (1-&)(1 &)

(10b) s (£1,&) =& * (1 - &)

(100)  s¥(&1, &) = 6&

10d)  sW(&1,&) = (1-&)&

kann analog zu (8) mit den Formeln

(11a)  x =< X1,5(§) >

(11b) To =< Xg,S(f) >

bijektiv auf jedes nichtentartete Viereck

12)  Q:=Con({P, = (=", 2)  k=1,2,3,4})
abgebildet werden, wobei die Punkte Py wiederum gegen
den Uhrzeigersinn zu numerieren sind.
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9.4.3 Allgemeiner algorithmischer Ansatz
fiir die Methode der Finiten Elemente
in zwei Raumdimensionen

Geometrische Transformation:

(13a) ( 2 ) =L(¢) = ( i§i§§8 i) ) - ( gigg )

Xy e RFE | k=12

oz oL XlTsf , XlTS§
(13b) | det = det = 1 2 = J
Gag) =1 |X2TS§1, XS,
o€ Ox,_4
1 =)= (2
s |(52)=(50)
o8, or. 4 1
(13d) det((“)—x) = (det((%)) =7
Die inverse Matrix in (13c) kann man mit (13a),(13d) berechnen:
06 _ Onn 1_ 4p0S 1
(139) 8931 o 8&2 * J N X2 662 * J
851 8$1 1 T 85 1
_— = — —_ = _X _ —
81'2 852 ¥ J ! 852 ’ J
06 _ 0m 1 p08 1
(9%‘1_ 651*J_ X2 851*J
662 81‘1 1 T oS 1
52 M - xT Y
81'2 851 * J ! 51 i J
Interpolation:

Mit den obigen Formfunktionen kann man nun auch (linear) interpolieren:

Im Einheitsdreieck gilt (mit den entsprechenden Formfunktionen):

(14a) |u* (&) :==< (uM,u® uB)) | S(¢) >=<u¥ 5(£) > ,5 = Sro

Dann gilt (Ubung)

(14b) u*((0,0)) := u™ |, w*((1,0)) :=u® | uw*((0,1)) := u®

und im Einheitsquadrat hat man analog

(152) |u*(€) :=<uf,S(&) >, S=5Sq

mit (siche Ubung)

(15b) u*((0,0)) := u™M | uw*((1,0)) := u® |
uw*((1,1)) == u®, u*((0,1)) := u®

98
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Variationsintegrale

Wichtigstes Hilfsmittel wird dabei der Transformationssatz fiir Gebietsintegrale
sein; damit geniigt es, Integrationsformeln iiber die ”Einheitselemente” abzuleiten.
Wir wollen nun exemplarisch das Variationsintegral

16)  Ji(u*) == [ (ui? +ul? 4+ cxu?)dedag = f f(z)dz1dzy
E

berechnen (Dabei ist u* die Interpolatlonbfunkmon)
Transformationssatz fiir Gebietsintegrale:

G | ] fle)da= [ ) det(G) de
By = L(ED) EY
Mit der Kettenregel erhiilt man fiir v*(z) = u*(&(x))
(182) wp, = up g—i v, ail —(14a),(15a)
=<uFf S£1>*87£1+<u S£2>*§—§21
uf, Sg, *2511+S§2 a—i> < uf hM >
(180) ufp, = wp g—i + o, gﬁz
uE,Sg >*g—i2+<u ¢, >*§—i2
=< uf 551*2—2+S§ *8—522> < uFf h(2)>

(18¢c) u* =< u¥, S(&y, &) >=< u? hO >
Die im Integral (16) auftretenden Quadrate sind also alle von der Form
(192) <wuf h>2=((u”)"h)* = ((u®)"h)((u®)"h) = ((u®)Th)((u”)"R)"
= ()T R) (KT (u")) = (u”)" (hhT)u”

mit u? h € RFE , kg = Zahl der Knoten im Element
Hier ist hhT € RFEKE das Produkt eines Spaltenvektors mit einem
Zeilenvektor, (dyadisches Produkt), eine Matrix, die man auch als
Dyade bezeichnet. Z.B. fiir kg = 3 gilt

hl*hl, hl*hg, hl*hg
(19b) hhT = hQ * hl s hQ * h2 N hQ * hg

h3*h1, h3*h2, hd*hg
Dyaden sind Matrizen vom Maximalrang 1, da sich Zeilen (Spalten) nur um einen
konstanten Faktor unterscheiden.
Damit kénnen wir das Variationsintegral (16) mit (18a-c) schreiben als

(20) Jr(u*) = [ (<uP hW >2 4 <uPf h® >2 4 < 0P hO >2)da;day "2
gt
_ ENT 1 nTr ENT 2 2)T ENT 0 0)T
- E
[ [WB)T (MO ROy g+ ()T (RO RDT Y ugtex (uf)T (ROROT g day das
gt
= [ (@WP)T[(RVRDT) + (RARDT) + ¢« (WOROT)] uF daidz,
EO
k
= @B [ (ROROT) + (hDRAT) + cx (WOROT) dzyday | uP
EO
k
= (u®)T] Mg + cx Mpys | u®

Hier bezeichnet man (mechanische Interpretation) Mg als Steifigkeitsmatrix (stiff-
ness matrix) und Mp als Massenelementmatrix (mass matrix).
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0
Bei der Berechnung der inversen Matrix (a—f) in (13c),(13e) tritt die Funktio-
x

0
naldeterminante J = det(a—Z) im Nenner auf. Aus (18a),(18b) entnimmt man, dafl

J auch im Nenner der Hilfsvektoren (") | h(®) erscheint. Diese werden nun aber
bei der Bildung der dyadischen Produkte h”h ”quadriert”, womit also J im Inte-
granden der Steifigkeitsmatrix Mg quadratisch im Nenner steht.

Aus dem Transformationssatz fiir Gebietsintegrale kommt noch ein Faktor J im
Zahler hinzu, so daf} letztendlich ein Gebietsintegral iiber eine gebrochen rationale

f©)

Funktion 5G] entsteht, wenn die Funktionaldeterminante J = J(£) nicht konstant

ist. (Bei linearen Dreieckselementen ist J(£) = const.; hier kann man mit den For-
meln von Ubungsblatt 7 analytisch integrieren=.

Im allgemeinen Fall (z.B. krummlinige Elemente) ist man jedoch auf numerische
Integrationsformeln (numerische Quadratur) angewiesen; diese Formeln haben die
Gestalt

Niherungsquadratur fiir Volumenintegrale

qar
(1a) [ f(&)dé = > wyf(£@)+ Fehlerterm
0 g=1
wobei
(1b) £(@ =: Integrationsstiitzstellenvektor
(1c) w,y =:Integrationsgewichte

Speziell fiir die Funktion f(§) =1 ,V¢ € EQ erhilt man

& 0 0
ad) >, =|E"|:=Volumen(E")
q=1

Quadratur iiber das Einheitsdreieck 70
qe =17

r1 =6+ /(15)/21 = 0.470142064

ry =6 —/15/21 = 0.101286507

r3:= 9+ 2v/15/21 = 0.797426985

4 =9 — 2y/15/21 = 0.059715872

5 := (155 + v/15) /2400 = 0.0661970764

rg == (155 — v/15) /2400 = 0.0629695903

q YJ) féQ) Wy
1[1/3[1/3]0.1125
2 1 1 Ts

3 T4 1 Ts

4 T1 T4 Ts5

5 1) T2 Te

6 rs T2 Te

7 T2 T3 Te

qar 1
Hier gilt nach (10.3)(1d): > w, = §:Fléiche des Einheitsdreiecks.
=1

Diese Formel ist exakt bis zum Polynomgrad 5.
P&):=¢& x5 : r+s<57?
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Quadratur iiber das Einheitsquadrat
Eindimensionale GAUSS-Quadratur

1 4E
S F@)dE= X waf(&")
1 g=1
¢(@ Nullstellen der LEGENDRE-Polynome im Intervall [—1, 41]
Umrechnen auf Intervall [0,1]: n:=(£+1)/2, d§ =2x*dn
€@ (£ 4 1)/2
Wq > 2% Wy
fecartl-1 1] =
GAUSS-Quadratur exakt fiir Polynome vom Maximalgrad 2 * gg — 1

Eindimensionale GAUSS-Quadratur der Ordnung 3

qg =3

q 55‘1) wq
110.1127016654 | 5/18
2 | 0.5000000000 | 8/18
3 | 0.8872983346 | 5/18

GAUSS-Quadratur iiber das Einheitsquadrat

11 4e 4E .
[ 1©de = [([ fler.@)de)de = > 3 wywnf(&,67)
o0 00 j=1lk=1
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Algorithmus zur Berechnung von Steifigkeits- und Massenmatrix
fiir isoparametrische Elemente (d.h.fiir geometrische Trans-
formation und Interpolation werden dieselben Formfunktionen benutzt).

(1a)
(1b)
(2a)
(2b)

(3a)
(3b)

(3¢c)
(4)

(8)

dim:=Raumdimension (=1,2,3)

RY™ 5 ¢ Raumvariable

kg:=Zahl der Knoten des Elements E

Xp = (O, ..., z(kr))

Matrix der (Orts-)Spaltenvektoren 20

der Knoten des Elements E

qg:=Zahl der Quadraturpunkte des Einheits-Elements ol
E% = (€W, glam))

Matrix der (Orts-)Spaltenvektoren der
Quadraturpunkte des Einheits-Elements EO

Wg = (w1, ..., wq, ) Vektor der Quadraturgewichte
S(g) = (31(5)7 ey SkE (5))T

Vektor der Formfunktionen des Elements E

v :=x(£) = Xp 5(8)

bijektive Abbildung Fy — E

Mg:=0e R | Mp:=0eR"
Loop g =1,...,qg (Zahl der Quadraturpunkte)

(6a)
(6b)

(7a)

(7v)

(8)
(9a)

(9b)

(10a)

(10b)

Berechne S-(f(q)) Vi=1,.. kg
Berechne 6—(5(‘1 )
V({=1,.,kg, n=1,..,dim)

x (9)
Berechne (g—g)(ﬁ(q)) = (MEG—S%@»)

Berechne J(£(9)) := det(a g)(gq)
o£(@) or

o) = ()7
Berechne die Hilfsvektoren

dim (9)
HOED) = 3 S0

BO (@) = s<§<q>>

Mg = Mg + wg * Z R pOT
_]—1

Berechne (

My := Ms + w, * z;mmwT
7=1

§<‘1>) (fiir dim = 2 explizit moglich)

0.4)

Bemerkung: Da Mg und M), symmetrische Matrizen sind, wird man in (10a),(10b)
aus 6konomischen Griinden z.B. nur die Matrixelemente in und unter der Diagonalen
aufaddieren.
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MATHEMATISCHES INSTITUT - BLATT 1 -
DER UNIVERSITAT MUNCHEN
A. Sachs / A. Balser

Ubungen zur Vorlesung :
Analysis IT (Angewandte Analysis) fiir Informatiker
Abgabe: bis MO , 27.10.2003 , 14.00 im Ubungskasten

Aufgabe 1.1 (2 P)
Man zeige : Die komplexen Zahlen bilden einen Korper

Aufgabe 1.2 (4 P)
Man berechne die allgemeine reelle Losung der Schwingungsgleichung

P(D)f(t) = () + 2 f'(£) + 5£(t) = 0

Aufgabe 1.3 (2+2 P)
(1) Man lose das Anfangswertproblem

PD)f(t) =2, f(0)=1, f(0)=0
(2) Man lose das Randwertproblem

PD)f(t)) =2, f(0)=1, f(1)=0

Aufgabe 1.4 (6P)
Man schreibe ein MAPLE-Programm zur Berechnung der (reellen) Losung
der linearen Schwingungsgleichung
FU(8) +ax f£) +bx f(t) = = const. , £(0) = co , (0) =
mit graphischer Darstellung der Ergebnisse.
(Abgabetermin wird noch festgelegt)
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MATHEMATISCHES INSTITUT
DER UNIVERSITAT MUNCHEN
A. Sachs / A. Balser

Ubungen zur Vorlesung :
Analysis IT (Angewandte Analysis) fiir Informatiker
Abgabe: bis MO , 03.11.2003 , 14.00 im Ubungskasten

Aufgabe 2.1 (2+2+2) P

Sei X ein metrischer Raum , Xp C X und 0X7 der Rand von X7.
Man zeige :

(1)  Xp\0Xrp ist offen

(2) XrUO0Xyp ist abgeschlossen

(3) 0Xr ist abgeschlossen

Aufgabe 2.2 (2P)
Man skizziere den ” Einheitskreis” in (R?,]| . ||so)
B(0,1)s ={z €R* |||z [lo= 1}

Aufgabe 2.3 (2P)

Man zeige :

Fiir alle Matrizen A = (a;) € R™" gilt :
s [ | < | Allygg) < Ve max| au |

Y

Aufgabe 2.4 (6P)
Man schreibe (in Verallgemeinerung von Aufgabe 1.4) ein MAPLE-
Programm zur Berechnung der (reellen) Losung des Anfangswertpro-
blems der inhomogenen linearen Schwingungsgleichung

") +ax f'(t) +bx f(t) = ap * cos(wg * t)

F(0) = co , 1(0) =
mit vollstdndiger Fallunterscheidung und graphischer Darstellung der
Ergebnisse.
Abgabetermin wird noch festgelegt

- BLAT
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MATHEMATISCHES INSTITUT
DER UNIVERSITAT MUNCHEN
A. Sachs / A. Balser
Ubungen zur Vorlesung :

Analysis 1T (Angewandte Analysis) fiir Informatiker
Bitte moglichst zwei Namen auf ein Blatt
Abgabe: bis MO , 10.11.2003 , 14.00 im Ubungskasten

Aufgabe 3.1 (3) P
Man zeige, dafl die Funktion

fiir z # (0,0)

in z = (0,0) stetig ist.

Aufgabe 3.2 (3+3 ) P
Gegeben sei die Funktion:
r:R" — RY
r(z) =z |l2:= /22 + ... + 22
(a) Man berechne den Gradienten grad (r(x))
(b) Man berechne den Gradienten grad (1/r(zx))
(NEWTONsches Potential eines rotationssymmetrischen Kraftfeldes)

Aufgabe 3.3 (6 ) P

Fehlerrechnung: Es ist die Geschwindigkeit eines gleichférmig bewegten Massepunktes zu
ermitteln. Dazu miit man die Lange s einer Strecke und die Zeit t , die der Massepunkt
braucht, um diese Strecke zuriickzulegen. Seine Geschwindigkeit ist dann

1) v= % =: f(s,1)

Die wirklich gemessenen Werte seien

(2a) 5=27.1 z As , Megenauigkeit As = 0.03

(2b) t:=11.3 : At , MeBigenauigkeit At = 0.05

Man berechne (mit dem Mittelwertsatz) Schranken v; und v
fiir die wahre Geschwindigkeit v:

(3) v1 <v< v

Aufgabe 3.4 (6P)
Man stelle folgende Funktionen mit MAPLE graphisch dar:
[(1),(2) : 3d-Plot und Hohenlinien] , [(3) Richtungsfeld]:

1) fi(z1,x2) := 21 — 23 (Sattelfliiche)
(2)  f2(z) von Aufgabe (3.1)
3 f3(z) := grad(]|z]|2)

(@) fa(z) := grad(1.0/||z|2)
(Abgabetermin wird noch festgelegt)

- BLAT
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MATHEMATISCHES INSTITUT - BLATT 4 -
DER UNIVERSITAT MUNCHEN
A. Sachs / A. Balser
Ubungen zur Vorlesung :
Analysis II (Angewandte Analysis) fiir Informatiker
Bitte moglichst zwei Namen auf ein Blatt
Abgabe: bis MO , 17.11.2003 , 14.00 im Ubungskasten

Aufgabe 4.1 ( 1+3 P)
An welchen Punkten x ist die Funktion
f:R> — R, (v1,2) — T9\/20% + 23
stetig partiell differenzierbar ?
Man berechne die partiellen Ableitungen fz, , fz,

Aufgabe 4.2 ( 1+2+3 P)

Gegeben ist das das Polynom P(x) := 1+ x1 % 19 + 3.

(1) Man berechne den Gradienten V P(x)

(2) Man berechne die HESSE-Matrix H(z) = (Pr;x;) € R% 2

(3) Man entwickle das Polynom P(x) in seine (endliche) TAYLOR-
Reihe um z = (0, 0) und verifiziere das Ergebnis durch Rechnung.

Aufgabe 4.3 (4 P)
Sei R® D U offen, v : U — R zweimal stetig differenzierbares Vektor-
feld. Man zeige :

divrotv = 0

Aufgabe 4.4 (4 P)

Man zeige : die Funktion

(1) h(x):=42? — 3z179

hat im Inneren des Kreises

(2) K:={zeR®: 2?+22<1}
kein lokales Extremum.
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MATHEMATISCHES INSTITUT
DER UNIVERSITAT MUNCHEN
A. Sachs / A. Balser

Ubungen zur Vorlesung :

Analysis II (Angewandte Analysis) fiir Informatiker
Bitte moglichst zwei Namen auf ein Blatt
Abgabe: bis MO , 24.11.2003 , 14.00 im Ubungskasten

Aufgabe 5.1 (6 P)

Man bestimme die Extrema der Funktion
(1) h(x) =422 — 3z129

auf der Kreisscheibe

(2) K:={zecR?: 2?+22<1}

Aufgabe 5.2 ( 3+2+2 P)
Methode der kleinsten Quadrate:
(1a) A€ R™" (m Zeilen, n Spalten)
(1b) m >n , Rang(A)=n
(2a) zeR", ye R™
(2b) f(z) = [[Az — ylf3
Man zeige:
) f(z*) < f(z),Vr e R" =
Al Ax* = Aty (" Normalgleichungen”)
(4) G:=AlA e R™ (GAUSSsche Matrix) ist positiv definit
(6) a* Losung der Normalgleichungen = f(2*) < f(z) ,Vz € R"

Aufgabe 5.3 (6 P)
Man zeige durch Nachrechnen fiir n=1 :
(1) R >c¢>0 (Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle)
20 veR", |lla=1
(Ausbreitungsrichtungsvektor der Welle)
(3) f:R — R zweimal stetig differenzierbar
Dann gilt
(4) F:R"™M —R
F(x,t) = f(< v,z > — ct) = f(¢(z,1))
ist eine Losung der Wellengleichung
(5) Fy = AAF

Aufgabe 5.4 ( 3+3 P)

(a) Man lose das (nichtlineare) Gleichungssystem fiir z, x2, A
der notwendigen LAGRANGE-Bedingunge von Aufgabe (5.1)
mit MAPLE (Funktion solve).

(b) Man stelle die Funktion h(z) von Aufgabe (5.1)
fiir x € [0,1] x [0,1] graphisch dar (MAPLE plot3d)

- BLAT
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MATHEMATISCHES INSTITUT

DER UNIVERSITAT MUNCHEN

A. Sachs / A. Balser

/177 Ubungen zur Vorlesung

Analysis II (Angewandte Analysis) fiir Informatiker
Bitte moglichst zwei Namen auf ein Blatt
Abgabe: bis MO , 01.12.2003 , 14.00 im Ubungskasten

Aufgabe 6.1 (6 P)
Man zeige:

Die Funktion

2
(1) F(z,t):= t_”/Qexp(‘HZJfb)

ist eine Losung der Warmeleitungsgleichung
OF (z,t)
(2) T:AF(x,t) , Y €R" ;1 >0
Aufgabe 6.2 ( 2+2+2 P)
Fir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder v=v(x,t) sei
Av(z,t) == Agv(z,t) :=
(A:p’Ul (I, t), A$U2 (LL’, t), Agﬂ)g ($, t))t
Man zeige:
(1) rot rot v=—Av+ grad div v
Fir die Losungen E und H der MAXWELL-Gleichungen gilt
(falls diese zweimal stetig nach x und t differenzierbar sind):

0*°E OF

(2) AFE - u(e—8t2 + v )=0
O?’H oH

(3) AH — ufe 52 +o0—)=0

Die Komponenten von E und H geniigen also der Telegraphengleichung
und im Falle 0 =0 der Wellengletchung.

- BLATT 6 -



KAPITEL 16. UBUNG 6 117

Aufgabe 6.3 (2+2 P)

Methode der kleinsten (uadrate : Ausgleichsgerade

Gegeben seien MeSpunkte

(1a) (517771);--.7(&;7711)6}{2 ) n>2

Gesucht ist eine Ausgleichsgerade

(1b) a9 = a1 x 21+ qo

d.h. Koeffizienten qg,a] € R derart, dafl die Funktion
n

(1) dlag,a) == > (aré +ap —m)?

fir (ag,a1) = (aj,aj) ihr Minimum annimmt.

(2a) Man berechne V¢

(2b) Man berechne die Matrix @ € R?>? und die rechte
Seite b € R* des linearen Gleichungssystems,
das a; und a] zu erfiillen haben

Aufgabe 6.4 (4+4+4 P)

(1) Man stelle die Kurven (7.1) der Vorlesung graphisch dar
> plot (fiir ebene Kurven)

> with(plots)

> spacecurve (fiir Raumkurven)

(2a) Man berechne die Ausgleichsgerade von Aufgabe (6.3) numerisch
mit den Daten

nie6
k|1 4| 5 |6
&[0 1(2(3 4|5
n || 3157|810 10
Resultat: |ag = Z% , a1 = §1
21 35

(2b) Man stelle die Punkte ({,7;) zusammen mit der Ausgleichsgerade
graphisch dar.



Kapitel 17

UBUNG 7

118



KAPITEL 17. UBUNG 7 119

MATHEMATISCHES INSTITUT

DER UNIVERSITAT MUNCHEN

A. Sachs / A. Balser
Ubungen zur Vorlesung

Analysis II (Angewandte Analysis) fiir Informatiker
Bitte moglichst zwei Namen auf ein Blatt
Abgabe: bis MO , 08.12.2003 , 14.00 im Ubungskasten

Aufgabe 7.1 (3+3 P)
Gegeben seien die Dreiecke
(1a) T° := Con((0,0),(1,0),(0,1))
(1) T :=Con((1,1),(3,2),(2,4)).
Man gebe eine bijektive Abbildung
(2a) L: T — T

£ L(E) =i a
an.

(2b) Man berechne det(g—é)

Aufgabe 7.2 (3+3 P)
Fir p,g €Ny , ¢ >0 sei

(1) [p’q :ngfgg df

Man zeige:
q
(2a) Iy = Zmlzﬂrl,q—l
plg!
@2b) I,=—"——
" (p g +2)!

Aufgabe 7.3 ( 4+4+2 P)

Gegeben seien die Vierecke

(1a) Q" := Con((0,0),(1,0),(1,1),(0,1)
(1b) Q = Con((1,1),(3,2),(2,4),(0,2)).
Man gebe eine bijektive Abbildung
(2a) L:Q° — Q

€ L(E) =
an. oL
(2b) Man berechne det(a—g)
und

(2c) [ &1€5 d€
Qo

- BLATT 7 -
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Aufgabe 7.4 (20+10 P)
(a) Man schreibe ein MAPLE-Programm zur Berechnung der
Steifigkeitsmatrix M in
u o, Ou” ENT A g, E
— —)°) doz = (u~) Mu
I G 50 (u”)
fir £ e {T,Q}
(b) Man zeige numerisch
1) M ist positiv semidefinit
2) M hat genau einen Eigenwert A =0
Abgabetermin wird noch festgelegt
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MATHEMATISCHES INSTITUT - BLATT 8 -
DER UNIVERSITAT MUNCHEN
A. Sachs / A. Balser

Ubungen zur Vorlesung
Analysis II (Angewandte Analysis) fiir Informatiker

Bitte moglichst zwei Namen auf ein Blatt
Abgabe: bis MO , 15.12.2003 , 14.00 im Ubungskasten

KLAUSUR : MO , 2. Februar 2004 , 14.00 c.t.

Aufgabe 8.1 (2+6 P)
Gegeben sei das Dreieck (von Aufgabe (7.1))
(1a) T :=Con((1,1),(3,2),(2,4)).

und
(1b) z := L(¢)
sei die lineare bijektive Abbildung von Aufgabe (7.1).

23

(A) Man berechne —

Gegeben sei das Vagaationsintegral
(2 ) @ 2 % 2 *2 d
[ g, ) (5, Terut@nm)] de
= (up)"Mgu® + ¢ x (ug)" Mpmu®”
Dabei ist c€R ,
(2b) w(§) = w(§(x)) =< u”, (&) >
und (mechanische Interpretation)
(2c) Mg € R33 die sog. Steifigkeitsmatrix , Mp, € R*3 die
sog.Massenelementmatrix.
(B) Man berechne (fiir das Dreieck (la)) die Matrizen Mg und
Mm. (MAPLE darf verwendet werden)
Aufgabe 8.2 (4+2 P)
Gegeben sei das Randwertproblem
W "+ ft)=1, o0<t<1
(2a) f(0) =0
(2b) f'(1)=0
Man gebe eine Funktion L(¢,p,q) an, so dafl gilt
(3) (1) ist EULERsche Differentialgleichung zu

(42) F() = [ Lit. £(0). £/(0))dt

(av) F(f*) < F(f)

Vfe K:=C*0,1)n{f e C®0,1]: f(0) =0}
Welche der Randbedingungen (2a),(2b) ist wesentlich, welche
natirlich?
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Aufgabe 8.3 (2+8) P)

Gegeben sei das Randwertproblem von Aufgabe (8.2).

(1) Man berechne die Lésung f* dieses Randwertproblems.

Mit den Ansatzfunktionen

(2) ¢1(t) =1t , ¢oft) =t

berechne man iiber das Variationsprinzip durch Minimierung der
Funktion

(3) ®(aq, ) := F(ag * ¢1 + ag x o), (a1, 2) € R?
eine Naherung f(a;t) an f*(¢)
(MAPLE darf verwendet werden)

Aufgabe 8.4 (4+4 P)
(a) Man stelle die zu minimierende Funktion ®(ay, o)
von Aufgabe 8.3 graphisch dar

(b) Man stelle die Niherung f(a;t) und die exakte Losung f*()
graphisch dar
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MATHEMATISCHES INSTITUT
DER UNIVERSITAT MUNCHEN
A. Sachs / A. Balser

Ubungen zur Vorlesung
Analysis II (Angewandte Analysis) fiir Informatiker

Bitte moglichst zwei Namen auf ein Blatt
Abgabe: bis MO , 22.12.2003 , 14.00 im Ubungskasten

KLAUSUR : MO , 2. Februar 2004 , 14.00 c.t.

Aufgabe 9.1 (3+3 P)
Gegeben sei das Einheitssimplex (Dreieckspyramide)
(1a) RS 3 Tg = Con(f(k) , k=1,...,4)
:= Con((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
sowie ein algemeines Simplex
(1b) R3>T3 = Con(x(k) , k=1,..,4).
Man bestimme Abbildungen (Formfunktionen) SF mit
22 SW(g) = af? +a” &+ x &+ 0 &
2b) SF)(eky=2k) | k=1 .4
Man bestimme eine Abbildung z = z({) der Form
(3a) w(§) = bo + by * & + by + & + by * &3
mit
(3b) z:TF — T3
(3c) m(ﬁ(k)) — (k) , k=1,...4.
(MAPLE darf verwendet werden)

- BLATT 9 -
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Aufgabe 9.2 (3+3 P)
Gegeben sei das Einheitsprisma (Dreiecksprisma)
(1a) B3> 75 = Con(cF) | k=1,..6)

:= Con((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1)).
sowie ein algemeines Prisma
(1b) R3 5 P3 = C’on(x(k) , k=1,..,6).
Man bestimme Abbildungen (Formfunktionen) Sk mit
2) SK)() = o + 0l x &1+ 0l w6+ vy

ta k& x & +al x5

(2b) SK(eky=2(k) | p=1,..4
Man bestimme eine Abbildung z = z({) der Form
(8a) @(§) =bo+br* & +bayx&o+b3x&s+bax&i&s+bsxEbs
mit
(3b) z: Pg’ — p3
3c) 2(®)y=2(F) | p=1,.4.
(MAPLE darf verwendet werden)
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Aufgabe 9.3 (6 P)
(1.1) Q:=endlicher Ergebnisraum
(1.2) p:P(2) — R{ Wahrscheinlichkeitsverteilung
(1.3) p geniigt den KOLMOGOROW-Axiomen
Dann gilt:
(2.1) 0<p{w}) <1, Ywe
2.2 ¥ p({w})=1

we N
(2.3) p(0)=0
(2.49) E#£0=pE)= ¥ p({w})

wekl

Aufgabe 9.4 (6 P)
Zwei Spieler (A und B) spielen eine Folge von Spielen, wobei
jedesmal jeder der beiden mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gewinnt,
unabhangig davon, wie die anderen Spiele ausgehen.Beide bringen
in jedem Spiel den gleichen Einsatz ein und vereinbaren, daf
derjenige die Gesamtsumme erh&dlt, der als erster 10 Spiele gewonnen
hat. Nach 15 Spielen habe Spieler A bereits 8 Spiele gewonnen,
Spieler B nur 7 Spiele. Man mache einen Vorschlag, wie der bereits
geleistete Einsatz an A und B auszuzahlen ware, wenn das Spiel
jetzt abgebrochen werden miifite.



