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1. a) Wir bestimmen die affine Normalform der durch die Gleichung
x2+2xy+6y2+21‘=—1 (*1)

gegebenen Quadrik (1 mit Hilfe quadratischer Ergédnzung und der binomischen Formel.
Es ist

(%) <= 2?2 +2zy+2x+6y>+1=0

— 22+ 2u+2x+6y2+1=0
= 22+ 2+ + @+ 12— (y+1)2+62+1=0
= (@+y+1)2— (P +2y+1)+6y°+1=0
— (z+y+1)2+5y>—2y=0
2 1 1
= (w+y+1)2+5<y2—gy+ 3)2—(5)2>:0
12 1
= (x+y+1)2+5<y—g> —£=0
2 1\2
e Bz +y+1) +25(y—5) ~1
<~

(Vb +Vby +V5)2 + (5y — 1)* =1

Die Variablentransformation (¥) = (‘/gng?f\/g) liefert w? + 22 = 1, die affine Normalform

einer Ellipse, und mit
Q' ::{(w> ER* | w?+ 2% =1}
z

ist fiir die Affinitat

g :R? — R% g (”;) = (Z) - (ﬁg \f) (§)+<\—/§>

gilt g1(Q1) = Q.
Wir bestimmen die affine Normalform der durch die Gleichung

5a? — 10zy + 6y* = 1 (*2)
gegebenen Quadrik @2 mit Hilfe quadratischer Ergidnzung und der binomischen Formel. Es
ist
2 2yr+yt —yh) +6y° =1
— 5z —y)? -5y  +6y° =1

(*2) e 5(33

— 5z—-y)?+yi=1
— (Vor—Voy)?+y’ =1



liefert w? 422 = = 1, die affine Normalform einer

(\fx\fy)

Die Variablentransformation (Z)
Ellipse, und fiir die Affinitat

wewt = n0)=(9)-(0 7))

gilt g2(Q2) = Q"
b) Fiir die Affinitét
hi=gylog:R? — R*  gilt h(Q1) = Q2.

)-8 )15 D)) (D)
I D0 @)
490+

2. Wir bestimmen die affine Normalform der durch die Gleichung
A+ a2 +ry? —2rzy+y—z=0 (%)

gegebenen Quadrik @) mit Hilfe quadratischer Ergdnzung und der binomischen Formel.

[Zunéichst eine Voriiberlegung zum Typ: Es ist (14 1)x? +ry? —2ray = (:E y) <1_+TT —:) <ayc)7
und detA= (1+7r)-r—7r2=r, also —

r >0 = @Q Ellipse, Punkt oder & A=A

r <0 = (@ Hyperbel oder sich schneidendes Geradenpaar

r=0 = ( Parabel, paralleles Geradenpaar, Doppelgerade oder & }

Es ist (wir nehmen die y-Glieder nach vorne; dies zieht eine Fallunterscheidung hinsichtlich » = 0
oder r # 0 nach sich, um die wir aber geméf der Voriiberlegung eh nicht herumkommen werden)

(¥) <= P —2ray+y+ (1 +r)2>—2=0

Fiir r # 0 ist weiter

= T(y2—2xy+g)+(1+r)x —x=0
r
1
<:>r(y2—(2x—f)y> (I+7r)z°—2z=0
r
1 1.2 1.2
2 2
gy L Ly o by o
= (== Jy+ (- 5) = (@ 5)7) + Q- =0
12 1.2 __
<:>T<y x+§) r(z 5) +(1+r)z—2=0
12 2 1 2 2
<:>r<y—x+— —rz*+r——+zx"+rz*—x=0
2r 4r
= ( + 1)2+ 2Ly
rly—z+ — Tt —— =
Y 2r 4r
2 1?2 2
— 4r (y—:c—|—2—> + 4ra” = (+)
T



Wir treffen weiter die folgende Fallunterscheidung:
Fall » > 0: Dann ist

(+) <= (27"y —2rz + ;—:)2 + (2vrz)? =1

Die Variablentransformation (Z’) = (QWZ_\?;;C—H) liefert w? + 22 = 1, die affine Normalform einer

Ellipse.
Fall r < 0: Dann ist

27 2
(+) = (2ry —2rx + 277“) —4(-r)z* =1
r

2r\2 9
= (27“3/ —2rx + 2—) —(2v—rz)* =1
r

w) _ (2ry—2r:c+1

Die Variablentransformation (Z otz ) liefert w? — 22 = 1, die affine Normalform einer

Hyperbel.
Im Fall r = 0 lautet (*):

> +y—x=0
1\ 2 1\ 2
2
= — O =0
v $+(2> (2) ty
12 1
— -=z) —(~y+-)=0
(m 2> (=y+7)

_1
Die Variablentransformation (1;’) = (_xyf; ) liefert w? —z = 1, die affine Normalform einer Parabel.
4

. Die in Abhéingigkeit von den Parametern A\, u € R gegebene Matrix

A2 —4
AN =11 X p | eR¥3
w0 5

ist genau dann nicht invertierbar, wenn ihre Determinante det A(\, u) = 0 ist; wegen

—4
det A(A, p) = I
5

:(5

Sarrus

= = >

2
A
0
A +2424+0) — (—4Ap+0+10) =577 + 4 p+ 247 — 10

ist die zu betrachtende Menge

A
E = {( ) € R? | A(\, p) ist nicht invertierbar.}
i

A
= {<u) e R? | 5A2+4M+2,ﬂ—10:0}

~~

(*)

eine Quadrik im R2. Wir bestimmen die affine Normalform von E mit Hilfe quadratischer Ergéinzung



und erhalten

S5A+4pr+2p2=10

5()\2 + %,u)\ + (iu)2 - (iu)Q) +2u% =10
5 10 10

4 \* 16
) ()\2+ 10#) - %MZ—FZUQ =10

1111

2 \? 6
5(A+= 2 =10
( +5”) T

1 2 \? 3
— <)\+u> + =1,

und mit der Variablentransformation

1 2
()= (B0 ) - (3 2 )
2 Ly 0o )

ergibt sich die affine Normalform w? + 2% = 1; folglich ist E eine Ellipse. Insbesondere ist F eine
beschriinkte Teilmenge von R? und liegt damit in einer (offenen) Kreisscheibe mit dem Ursprung als
Mittelpunkt und einem hinreichend groflen Radius R > 0. Fiir alle (2) € E gilt damit \>+p? < R?;
fiir alle (2) € R? mit A2 + u? > R? gilt damit (2) ¢ E, so dal A(\, p) invertierbar ist.

. Wir ermitteln fiir die in Abhéingigkeit vom Parameter ¢t € R gegebene Quadrik @ C R? mit der
Gleichung

(%) (1 +4t)y% + 2% 4 2zy + 2tz — (8t — 2t)y = —4t3 +1 — 12

die affine Normalform (und damit den Typ) mit quadratischer Ergénzung. Es ist

(*) <= 2?4+ 2zy+2x+ (1+4t)y* — (8t — 2t)y = —4t> +1 —1*
— 224+ Q2+ (y+t):— (y+1)?+ A +4t)y? — (82 = 2)y = —4t3 +1 — >
= (rt+y+t) -yt =2y — 2+t +aty? —8tPy+ 2y = —4t2 +1 — >
— (:U—I—y—i—t)2+4ty2—8t2y: —42 +1
= (rty+t)’+4at(yP-2uy+t*—1?) = 43 +1
= (rty+i)’+at(y—t)’ =1, (+)

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Firt > 0ist )
(+)¢:(x+y+o?+@¢ﬂy—w)=ﬂ,

THy+t

. . 3 w
und mit der Variablentransformation <z> = <2 \/iy —oVit

> ergibt sich w? + 2% = 1, die
affine Normalform einer Ellipse.

e Fiirt =0 ist
() <= (z+y+1)?=1,

. . . t . . .
und mit der Variablentransformation (f) = <x+;j+ ) ergibt sich w? = 1, die affine

Normalform eines parallelen Geradenpaares.



e Fiirt <0 ist

(+) = (z+y+ 1> —4(-t)y—-t)2 =1
@ty - (2V—tly—1) =1,
THy+t
2/ —ty —2/—tt
2

w? — 2?2 = 1, die affine Normalform einer Hyperbel.

und mit der Variablentransformation (f) = < > ergibt sich



