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Aufgabe 14

a) i) Angenommen a0 = 0, dann gilt F (X) = X ·
∑n−1

ν=0 aν+1X
ν nicht irreduzibel.

ii) Angenommen ai1 , . . . , ai2m = 1 für i1 < . . . < i2m und m ∈ N, dann gilt

F (X) = (X + 1)
m∑
k=1

(X i2k−1 + . . .+X i2k−1).

Alternativ erkennt man leicht, dass 1 bei gerader Anzahl nicht-verschwindender
Komponenten eine Nullstelle ist - dies genügt.1

iii) AngenommenG(X) =
∑n

ν=0 aνX
n−ν = P (X)Q(X)mit P (X) =

∑r
ν=0 bνX

ν , Q(X) =∑s
ν=0 cνX

ν und r+s = n. Man beachte an−ν =
∑n

k=0 bkcν−k ⇒ aν =
∑n

k=0 bkcn−ν−k,
wobei wir durch Nullkoe�zienten ergänzen. Dann gilt für P ′(X) =

∑r
ν=0 b

′
νX

ν , Q′(X) =∑s
ν=0 c

′
νX

ν mit b′ν = br−ν , c
′
ν = cs−ν , 1 ≤ ν ≤ n

P (X)Q(X) =
n∑
ν=0

a′νX
ν

mit a′ν =
∑n

k=0 b
′
kc
′
ν−k. Setzen wir die De�nition ein, so folgt

a′ν =
n∑
k=0

br−kcs−(ν−k) =
n∑
k=0

bkcs−(ν−(r−k)) =
n∑
k=0

bkcn−ν−k = aν .

Damit ist F (X) = P ′(X)Q′(X) ebenfalls nicht irreduzibel.

Bemerkung. Der folgende elegante Beweis wurde in der Zentralübung vorgeschla-
gen: Es gilt F2[X] ⊂ F2(X) Quotientenkörper. Nun können wir in F2(X) rechnen:
G(X) = P (X)Q(X) impliziert

F (X) = XnG

(
1

X

)
= XnP

(
1

X

)
Q

(
1

X

)
= XdegPP

(
1

X

)
︸ ︷︷ ︸

P ′(X)

XdegQQ

(
1

X

)
︸ ︷︷ ︸

Q′(X)

.

Da P ′(X), Q′(X) ∈ F2[X] haben wir eine Zerlegung gefunden und F (X) ist nicht
irreduzibel.

1Studentischer Beweis aus der Zentralübung.
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Aufgabe 16

a) Wegen ϕ(X)·F (X) ∈ (F (X)) ist die Abbildung nach dem Homomorphiesatz wohlde�niert
und o�ensichtlich linear.
Wir ergänzen die ai trivial für 1 ≤ i ≤ m− 1. Man beachte, dass

ϕ(X)Xk mod F (X) =
m−1∑
i=0

aiX
i+k mod F (X) =

m−1−k∑
i=0

aiX
i+k +

m−1∑
i=m−k

aiX
i+k mod F (X)

=
m−1−k∑
i=0

aiX
i+k +

m−1∑
i=m−k

aiX
i+k −

m−1∑
i=m−k

aiX
i−m+kF (X) mod F (X)

=
m−1−k∑
i=0

aiX
i+k +

m−1∑
i=m−k

aiX
i−m+k mod F (X)

=
k−1∑
i=0

ai+m−kX
i +

m−1∑
i=k

ai−kX
i mod F (X)

Entsprechend ergibt sich die Matrix Aϕ = (aik)1≤i,k≤m−1 mit aik =

{
ai+m−k, für i < k
ai−k für i ≥ k

.

b) Die darstellende Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbildung invertier-
bar ist. Die Abbildung ist genau dann invertierbar, wenn es ein µψ gibt mit µψµϕ = idR.
Man beachte µϕ(X

kP ) = Xkµϕ(P ) für alle P ∈ R und damit µϕµψ(Xk) = Xk =
Xkµϕµψ(1) = µϕ(X

kµψ(1)) ⇒ µψ(X
k) = Xkµψ(1) für alle k. Also ist µψ die Multip-

likation mit einem ψ ∈ K[X]. Es muss also gelten ψϕ ≡ 1 bzw. ψϕ + GF = 1 für
ein G ∈ K(X). Letzteres ist nach dem Lemma von Bézout äquivalent zu ggT(ϕ, F ) = 1.
Wiederum aus der Linearen Algebra wissen wir, dass das Inverse der darstellenden Matrix
die darstellende Matrix der inversen Abbildung ist - also A−1ϕ = Aψ.
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