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Ubungen zur Kryptographie
Losung

Aufgabe 14
a) i) Angenommen ao = 0, dann gilt F(X) = X ->""} a,,1 X" nicht irreduzibel,
ii) Angenommen a;,...,a;, =1 firi; <...<ig, und m € N, dann gilt
F(X)=(X+1)) (X7 4 4 X2,
k=1

Alternativ erkennt man leicht, dass 1 bei gerader Anzahl nicht-verschwindender

Komponenten eine Nullstelle ist - dies geniigt ]

iii) Angenommen G(X)=>3"_1a, X" =P(X)Q(X)mit P(X)=>_,bX", Q(X) =
Y o X? und r+s = n. Man beachte a,—, = >} _obkCoy = @ = Y p_o biCrovg,
wobei wir durch Nullkoeffizienten ergénzen. Dann gilt fiir P'(X) =" _ b, X", Q'(X) =
> XY mitd, =b,_,, ,=c,, 1<v<n

v=0 "v
n
o ! vV
—E a, X
v=0

mit al, = > _ b, . Setzen wir die Definition ein, so folgt

aly = Z br—kcsf(zsz) = Z bk’csf(uf(rfk)) = Z bkrcn—u—k = ay.
k=0 k=0 k=0

Damit ist F'(X) = P'(X)Q'(X) ebenfalls nicht irreduzibel.

Bemerkung. Der folgende elegante Beweis wurde in der Zentraliibung vorgeschla-
gen: Es gilt Fo[X] C Fyo(X) Quotientenkérper. Nun kénnen wir in Fy(X') rechnen:
G(X) = P(X)Q(X) impliziert

- v () - (§)a(3) 27 (1) (3)

PI(X) Q' (x)

Da P'(X),Q'(X) € Fy[X] haben wir eine Zerlegung gefunden und F'(X) ist nicht
irreduzibel.

!Studentischer Beweis aus der Zentraliibung.



Aufgabe 16

a)

Wegen ¢(X)-F(X) € (F(X)) ist die Abbildung nach dem Homomorphiesatz wohldefiniert
und offensichtlich linear.
Wir erginzen die a; trivial fiir 1 <i < m — 1. Man beachte, dass

m—1 m—1—k m—1
p(X)X* mod F(X)=> a;X™ mod F(X)= > aX"+ > @, X" mod F(X)

i=0 =0 i=m—k
m—1—k m—1 m—1

= > aX 4 Y X - Y g XTHR(X) mod F(X)
=0 i=m—~k i=m—k
m—1—k m—1

= > X4+ Y X mod F(X)
=0 i=m—Fk
k—1 m—1

= Z Qi X'+ Z a; X' mod F(X)
i=0 i=k

Qjm—k, Turi <k

Entsprechend ergibt sich die Matrix A, = (aix)1<ik<m—1 mit a;, = { a fiir i >k

Die darstellende Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbildung invertier-
bar ist. Die Abbildung ist genau dann invertierbar, wenn es ein p,, gibt mit gy, = idg.
Man beachte p,(X*P) = X*u,(P) fir alle P € R und damit p,us(X*) = X* =
XFpppy(1) = pp(XPpy(1)) = py(X*) = XFuy(1) fiir alle k. Also ist p, die Multip-
likation mit einem ¢ € K[X]. Es muss also gelten o = 1 bzw. ¢y + GF = 1 fiir
ein G € K(X). Letzteres ist nach dem Lemma von Bézout dquivalent zu ggT (¢, F') = 1.
Wiederum aus der Linearen Algebra wissen wir, dass das Inverse der darstellenden Matrix
die darstellende Matrix der inversen Abbildung ist - also A;l = Ay.



