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Übungen zur Vorlesung

”
Lineare Algebra und analytische Geometrie I“

-Lösungsvorschlag-

1. zu U ∩W = {0}:

”
⊃“: Es ist 0 ∈ U und 0 ∈ W , also 0 ∈ U ∩W .

√

”
⊂“: Sei x ∈ U ∩W . Dann ist x ∈ U und x ∈ W .
Damit gibt es λ, µ ∈ R mit

λ ·
(
2
1

)
= x = µ ·

(
1
3

)
.

Damit ist λ ·
(
2
1

)
− µ ·

(
1
3

)
=

(
0
0

)
, also

2λ− 1µ = 0

1λ− 3µ = 0.

Dies ist ein LGS mit den Variablen λ und µ:(
2 −1
1 −3

)
·
(
λ
µ

)
=

(
0
0

)
; (∗)

wegen det

(
2 −1
1 −3

)
= −6 + 1 = −5 ̸= 0 ist (∗) eindeutig lösbar mit

(
λ
µ

)
=

(
2 −1
1 −3

)−1

·
(
0
0

)
=

(
0
0

)
.

Also ist λ = µ = 0, also x =

(
0
0

)
.

zu U +W = R2:

”
⊃“: U,W ⊂ R2 UVR, also gilt trivialerweise, daß U +W ⊂ R2.

√

”
⊂“: Sei b =

(
b1
b2

)
∈ R2. Zu zeigen ist: es existieren λ, µ ∈ R mit

b = λ ·
(
2
1

)
︸ ︷︷ ︸

∈U

+µ ·
(
1
3

)
︸ ︷︷ ︸

∈W

.

Dies ist ein LGS mit den Variablen λ und µ:(
2 1
1 3

)
·
(
λ
µ

)
=

(
b1
b2

)
; (∗∗)

wegen det

(
2 −1
1 −3

)
= −6 + 1 = −5 ̸= 0 ist (∗∗) (eindeutig) lösbar mit

(
λ
µ

)
=

(
2 1
1 3

)−1

·
(
b1
b2

)
.



Damit gibt es also λ, µ ∈ R mit

b = λ ·
(
2
1

)
+ µ ·

(
1
3

)
.

2. a) Wegen 0 ∈ U1 ist U1 ̸= ∅. Seien x =

x1
x2
x3

 und y =

y1
y2
y3

 ∈ U1 sowie λ ∈ R; damit gilt

x1 − x2 + x3 = 0 und y1 − y2 + y3 = 0. Für x+ y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 erhält man

(x1 + y1)− (x2 + y2) + (x3 + y3) = (x1 − x2 + x3) + (y1 − y2 + y3) = 0 + 0 = 0,

also x+ y ∈ U1. Für λ · x =

λx1
λx2
λx3

 erhält man

λx1 − λx2 + λx3 = λ (x1 − x2 + x3) = λ · 0 = 0,

also λ · x ∈ U1. Folglich ist nach dem Untervektorraumkriterium U1 ein Untervektorraum
von R3.
Alternativ kann man auch so argumentieren: U1 ist die Lösungsmenge des homogenen LGS
A · x = 0 mit

A =
(
1 −1 1

)
∈ R1×3,

also nach 4.13 b) ein UVR von R3.

b) Es ist x =

1
1
1

 ∈ U2 und λ = 1
2 ∈ R, aber λ · x =

1
2
1
2
1
2

 /∈ U2. Damit ist U2 kein

Untervektorraum von R3.

... oder mit dieser Begründung: Es ist 0 =

0
0
0

 /∈ U2, also ist wegen 4.9 U2 kein UVR.

c) Wegen 0 ∈ U3 ist U3 ̸= ∅. Seien x =

x1
x2
x3

, y =

y1
y2
y3

 ∈ U3 und λ ∈ R; damit gilt

x1 + x2 = 2x3 und y1 + y2 = 2 y3. Für x+ y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 erhält man

(x1 + y1) + (x2 + y2) = x1 + y1 + x2 + y2 = (x1 + x2) + (y1 + y2) = 2x3 +2 y3 = 2(x3 + y3),

also x+ y ∈ U3. Für λ · x =

λx1
λx2
λx3

 erhält man

λx1 + λx2 = λ (x1 + x2) = λ (2x3) = 2 (λx3),

also λ · x ∈ U3. Folglich ist nach dem Untervektorraumkriterium U3 ein Untervektorraum
von R3.

Alternativ kann man auch so argumentieren: U1 ist die Lösungsmenge des homogenen LGS
A · x = 0 mit

A =
(
1 1 −2

)
∈ R1×3,

also nach 4.13 b) ein UVR von R3.



d) Es ist x =

1
0
0

 ∈ U4 und y =

0
1
0

 ∈ U4, aber x + y =

1
1
0

 /∈ U4. Damit ist U4 kein

Untervektorraum von R3.

3. Sei n ≥ 2. Wir betrachten wir die beiden Diagonalmatrizen

A1 = (e1 0 0 ... 0) ∈ Rn×n und A2 = (0 e2 ... en) ∈ Rn×n;

dabei ist ei ∈ Rn der i−te Einheitsvektor. Wegen

det(A1) = 1 · 0 · . . . · 0 = 0 und det(A2) = 0 · 1 · . . . · 1 = 0

gilt A1 ∈ U und A2 ∈ U , während für die Summe

A1 +A2 = (e1 e2 ... en) ∈ Rn×n = En ∈ Rn×n.

Weil
det(A1 +A2) = det(En) = 1

ist A1 +A2 /∈ U . Somit ist U kein Untervektorraum von Rn×n für n ≥ 2.

4. a) Wir weisen anhand des Untervektorraumkriteriums nach, daß die Teilmengen

U =
{
B ∈ Rn×n | B⊤ = B

}
und W =

{
B ∈ Rn×n | B⊤ = −B

}
Untervektorräume des Vektorraums V = Rn×n aller reellen n× n–Matrizen sind:

• Für die Nullmatrix 0 ∈ Rn×n gilt 0⊤ = 0, also 0 ∈ U , also U ̸= ∅.
Seien nun B, C ∈ U sowie λ ∈ R. Dann gilt B⊤ = B und C⊤ = C, woraus sich

(B + C)⊤ = B⊤ + C⊤ = B + C,

also B + C ∈ U , sowie
(λ ·B)⊤ = λ ·B⊤ = λ ·B,

also λ ·B ∈ U , ergibt.
Also ist U ⊂ V UVR.

• Für die Nullmatrix 0 ∈ Rn×n gilt 0⊤ = 0 = −0, also 0 ∈ W , , also W ̸= ∅. Seien nun
B, C ∈ W sowie λ ∈ R. Dann gilt B⊤ = −B und C⊤ = −C, woraus sich

(B + C)⊤ = B⊤ + C⊤ = (−B) + (−C) = −(B + C),

also B + C ∈ W sowie

(λ ·B)⊤ = λ ·B⊤ = λ · (−B) = − (λ ·B) ,

also λ ·B ∈ W ergibt.
Also ist W ⊂ V UVR.

b) Sei A ∈ Rn×n eine beliebige n× n–Matrix; für B = A+A⊤ ∈ Rn×n gilt

B⊤ =
(
A+A⊤

)⊤
= A⊤ +

(
A⊤

)⊤
= A⊤ +A = A+A⊤ = B,

also B = A+A⊤ ∈ U , und für C = A−A⊤ ∈ Rn×n gilt

C⊤ =
(
A−A⊤

)⊤
= A⊤ −

(
A⊤

)⊤
= A⊤ −A = −

(
A−A⊤

)
= −C,

also C = A−A⊤ ∈ W .



c) Wir zeigen
U ∩W = {0} und U +W = Rn×n :

• Es ist U ∩W ⊃ {0}.
Zu

”
⊂“: Es sei B ∈ U ∩ W . Wegen B ∈ U ist B⊤ = B, und wegen B ∈ W ist

B⊤ = −B, woraus sich

B = B⊤ = −B, also 2 ·B = 0,

und damit B = 0 ergibt.
Damit ist insgesamt U ∩W = {0}.

• Es ist U +W ⊂ Rn×n.
Zu

”
⊃“: Es sei A ∈ Rn×n beliebig. Gemäß b) ist

A+A⊤ ∈ U und A−A⊤ ∈ W,

so daß sich

A =
1

2
·
(
A+A⊤

)
︸ ︷︷ ︸

∈U

+
1

2
·
(
A−A⊤

)
︸ ︷︷ ︸

∈W

∈ U +W

ergibt. Damit ist U +W = Rn×n.


