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-Losungsvorschlag-

1. a) Wir formen A, durch EZUs auf ZSF um, sehen an dieser gemifl 2.22, ob A, invertierbar
ist. Im Falle der Invertierbarkeit stellen wir dann durch weitere EZUs die reduzierte ZFS,
also die Einheitsmatrix, her. Fiihren wir dieselben EZUs an E3 durch, so erhalten wir Aglz
Fiir alle a € R gilt

0 -1 al 1 0 0
(AulE3) = -1 2 0/l0 10
2 4 11001
. ~1 0] 010
S 0 -1 al 100
2 4 11001
o 1 2 0]l0 1 0
A 0|-1 af| 1 0 O — A, invertierbar!
0 0|10 —2 1
- —1 0] 0 1 0
~ 0 -1 0] 1 2a —a
0 0 1]0 —2 1
. —1 0] 2 1+4a —2a
® 0 -1 0|1 2 -«
0 0 1]0 -2 1
ChF (100 -2 -1-4a 20
~ 010 -1 2« a = (F3|AM);
00 1| 0 2 1

Bereits nach 2 elementaren Zeilenumformungen ist eine ZSF erreicht, aus der wir sofort
erkennen (keine Nullzeile!), dafl A, fiir alle @ € R invertierbar ist. Durch die weiteren
EZUs bekommt man dann die inverse Matrix

-2 —-1—-4a 2«

A= -1 —2a o)
0 -2 1
b) Fiir alle a € R ist
0 -1 «
det(A4q)=1]-1 2 0/=(04+0—-4a)—(—4a+0+1)=—-1#0;
-2 4 1

damit ist A, fiir alle @ € R invertierbar.
Des weiteren ergibt sich fiir die komplementire Matrix A, von A,

+det ANY _det APY 4 det AGY 2 1+4a —2a
A= | —det AT +det A®? _qet AP | =1 22 -—a,

tdet ALY —det AP 4 det ALY 0 2 -1



so daf} sich fiir die zu A, inverse Matrix

-2 —-1—-4a 2«
— A, =1 -1 —2 Qo
0 -2 1

ergibt.
Es ist unter Verwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes 3.6

1

t 00
1 ¢t 0
det A — -t 1 0 0 4.S§alte1 —+ 1 0 3.S§alte 1 ¢ :1+t2.
0 ¢t 1 0] 36 0t13.6 -t 1
0 0 ¢t 1
Fiir alle t € R ist det A = 1 4 ¢2 # 0, und damit A invertierbar.
Es ist
+det AT —det ACY 4 det AGD  —det A4 1 —t 0 0
T [ —det AT +det AP —det AGD pdet AU |1 0 0
Tl +det A3 —det AP 1 det AB3) —det AW | T | =12 —¢ 1+¢2 0
—det AT £ det AY  —det ABY 4 det A4Y B3 2 —t(1+t3) 1+

Da die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems A - x = b invertierbar ist,
besitzt dieses genau eine Losung, ndmlich z = A~ - b. Es ist

1 —t 0 0
1 ~ 1 t 1 0 0
Al = A= —— .
det(A) 1+ | —t2 —t 1+ 0
B2 —t(1+t2) 1+
und damit
1 —t 0 0 0 —t
_ 1 t 1 0 0 1+t 1
— 1 . — . . =

pEATN= T e 14 0 0 —t
B2 —t(1+t2) 1+ 1— ¢t 1



3.

2)

Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhilt man fiir die Komponenten von x

0 + 00
= 1 ) 1+t2 1 0 O Blockgatrix! 1 ) 0 t ) 1 0
"5 0o t 10 38 142 |1+ 1] |t 1
1—t2 0 t 1
1
= (—t(1+t?)- 1=t
1 0 00
1 —t 1+ tQ 0 O| Dreiecks— 1 2
= . = _— _.(1-(1 1.1 =1
2 1+1¢2 0 0 1 0| matrix 1+ t2 ( ( +t) ) ’
0 1—t2 ¢t 1
1 ¢t 0 0 1 ¢+ 0 0
R S 1+# Olmem 1 {0 ¢t 0 0
STI13e2 7o ¢t 0 0 T 142 |—t 1 1+ 0
0 0 1—¢ 1 0 0 1—¢ 1
Blockmatrix! 1 1t 1+ o 1 N
3.8 _1+t2"0 t"’l—ﬂ 1‘__1+t2't'(1+t)__t’
1 ¢+ 0 0
. 1 —t 1 0 1+4+¢2
YTIre2 o ot 1o
0 0 ¢t 1—1¢2
s soe 1 1 ¢t 0 1 ¢t 0
By L AR R B e
' + 0 0 1—¢2 0t 0
3. Zeile 1 oy |1t 1 0
36 1+ [(1 A 1‘ t- (-1t '—t 1—|—t2]
1
:m-[(1—t2)(1+t2)+t2(1+t2)]:(1—t2)+t2:1.

Wir haben bei der Bestimmung obiger Determinanten u.a. 3.8 d) fiir eine Blockmatrix A
verwendet, wobei zu bemerken ist, daf§ aufgrund von 3.3 d) die Nullen der Blockmatrix
hier ,rechts oben* stehen.

Zunichst besitzt das homogene lineare Gleichungssystem A x = 0 wegen

1 2 3|0 o 1 1 1]0
(Alo)y=( 4 5 6|0 | ~ [ 45 6|0
1 1 1|0 1 2 3|0
gl_z& 11110 11— 11 L 1 110
~ 10120 Sl ol 20
01 20 0 0 010
die Losungsmenge (es ist x3 = A € R frei, zo = —2XA und 1 =2\ — A = ))



Fiir eine Matrix B = (s1 s3 s3) € R3*3 mit den Spalten s1, s2, s3 € R? gilt demnach

AB=0 <= A(s1s2s3)=1(0,0,0)
< (Asy Asy As3) =(0,0,0)
<= Asy; =0 und Asy =0 und As3=0
< 51 € Ly und sy € Ly und s3 € L
ol B ¥
<~ B=|-2a -2 —-29| mit «, 8, y€R.
o p gl

b) Jede Matrix B € R3*3 mit AB = O besitzt gemi8 a) die Gestalt

a p gl
B=|-2a -2 -2«
o g v
mit «, B, v € R; damit gilt
« I} 0% 1 2 3
BA = —2a —208 —2v 4 5 6
@ B v 1 11
a+4p8+7y 20+ 58+ 3a+68+7y
= —2a—-80—-2vy —4a—-10—-2y —6a—128—2~
a+48+7y 2a+58+7y 3a+68+7y
a+4B8+7y 2a+58+7 Ja+68+7y
= | 2(@+48+7) —2Q2a+58+7) —2Ba+68+7)
a+45+7~ 2a0+58+7 3a+68+7y
mit
I a+4B+y = 0
BA=0 = (II) 2a+58+~v = 0
(Ill) 3a+68+~y = 0
1 4 1 o 0
= 2 51 Bl=10]1,
3 6 1 y 0
und wegen
1 4 1|0 11111*2311 1 4 110 211 1 4 1 1]0
2 5 1[0 ~ 0 -3 -1|0 ~ 0 -3 —1|0
3 6 1|0 0 -6 —-210 0 0 010
konnen wir etwa
o 1 1 -1 3
Bl=1]-1 und damit B=|-2 2 —6] eR¥>3\ {0}
v 3 1 -1 3

wéhlen.
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Die ist die Aussage von 4.3 a) und b) und wurde bereits in der Vorlesung bewiesen.
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Sei nun A - v = Oy.
Falls A = 0, so ist die Behauptung offensichtlich erfiillt!

Sei nun A # 0. Dann ist zu zeigen, dal v = 0y. Wegen A\ # 0 existiert % € R. Damit folgt aus
A-v=0y:

1 1
Zo(hw)= = -
A =50v
4.1b)iid) 1 1
Z N-o==--0
(A v=v0v
Loov=2.0
Q}—)\ 1%
139 1.v=0y
4.2)?}) U:OV.



