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1. a) Man erhélt mit Hilfe der Regel von Sarrus

3
det(A) = |1
1

N A~ DN

1
1
3
=(3-4-3+2-1-141-1-2)—(1-4-14+1-2-3+2-1-3)
= (364+2+2) — (4+6+6) =40 — 16 = 24.

Bei der Berechnung von det B klammern wir zuerst 3 aus der 1. Zeile von B aus (wir
schreiben dafiir ,,3 aus 1), und fithren dann weiter EZUs vom Typ III durch, die die
Determinante dann nicht mehr &ndern:
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Auch bei der Berechnung von det B setzen wir EZUs ein, unter Beachtung von 3.4, wonach
sich bei Typ I das Vorzeichen der Determinante dndert:

1010 1 010 1000
000 1|merv |1 00 0 wom|l 01 0
det@ =01 19 = “lo110 “l0o110
1 00 0 0001 0001
1 00 0 1000
m-110 0 1 0| 1esIr 0 1 1 O] Dreiecks-
T 101 10 T 0 01 0 matrix —(-1- 1) = -1
000 1 000 1

WARNUNG: Die Regel von Sarrus darf nicht auf Matrizen A € R™*™ mit n > 4 angewandt
werden!!

b) Mit Hilfe von 3.3 (Determinantenmultiplikationssatz und der Rechenregeln fiir Determi-
nanten) ergibt sich ferner

o det(—A) = (—1)3det(A4) = —24,
o det(AAT) = det(A) - det(AT) = det(A) - det(A) = 242 = 576 und
o det(B7'C) =det(B7!) - det(C) = g5 -det C = L - (1) = ¢.
Man beachte, dafl es fiir det(B + C') keine Rechenregel gibt, also ist i.a.
det(B — C) # det B — det C



a)

In unserem Fall ist unter Verwendung des Laplaceschen Determinantenentwicklungssatzes
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Wir formen die Matrix mit EZUs um unter Beachtung von 3.4. Es ist

1 0 2 —1 1|y, |-1 0 2 -1 1
0 0 2 0 -1 wv-1|0 0 2 0 -1
det(A)=|2 -2 2 2 1|/"Z"0 26 0 3
10 2 1 2 0 0 0 2 1
1 1 -1 2 -3 0 1 1 1 -2
10 2 -1 1 102 -1 1
11V 0 1 1 1 . III+211 0 11 1 —2
eV _lo 26 0 s3|M™ME2T_ 1o 08 2 -1
0O 0 0 2 1 0 00 2 1
0 0 2 0 -1 0 02 0 -1
10 2 -1 1 10 2 -1 1
011 1 - 0 11 1 =2
BV o 00 2 3[™V9o 02 0 -1
0 00 2 1 0 00 2 1
0 02 0 -1 0 00 2 3
10 2 -1 1
0 11 1 -2
V2Vlo 02 o -1 PRy 12,2228
0 0 0 9 1 matrix
0 00 0 2

-1 0 2 -1 1
0 11 1 =2
detA=..=—-]0 0 8 2 -1
0 0 0 2 1
0 02 0 -1

eine Blockmatrix hergestellt, und wir konnen alternativ mit 3.8 d) und Sarrus weiterrech-
nen...

10 8 2 -1
——‘ ’-0 2 1|=—(-1-0)-(-164+4+0—-(—4)—-0-0) = -8,
0 -1
2 0 -1
und kommen zum selben Ergebnis: det A = —8.

Fiir jede Matrix B € R®>*5 gilt nach dem Determinantenmultiplikationsatz 3.3a)
det (B*'®) = (det B)**'® > 0;

damit kann wegen det(A) = —8 < 0 keine Matrix B € R%*® mit B2°1® = A existieren.



Die in Abhéngigkeit von den Parametern a, b, ¢ € R gegebene Matrix

a 1 b 2
00 ¢ 3
Awpe= |1 1 1 1| €R™
0011

besitzt die Determinante (man beachte, dal nach 3.4 eine EZU vom Typ I das Vorzeichen
der Determinante &ndert)

a 1l b 2 a 1l b 2
0 0 ¢ 3|1 1 11 1
det(Aayb c) =111 1 = =00 ¢ 3
0 011 0 011
Blockmatrix! a 1 c 3
w0 1"'1 1‘ =—(a=1)-(c=3),

und damit gilt
det (Agpe) =0 <= —(a—1)-(c—3)=0 < a=1V c=3.

Die Aquivalenznormalform Zmb,c von Agp.. hat genau dann zwei Einsen (also zwei Null-
zeilen), wenn die Zeilenstufenform von A zwei Nullzeilen hat. Fiir alle a, b, ¢ € R ergibt
sich nun mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen

a 1l b 2 a 1l b 2 1 100
A — 0 0 ¢ 3 I IV 0 0 ¢ 3 11 00 ¢ 3
wbe ™11 1 1 1 1100 a 1 b 2
0 0 11 0 011 0011
1 1 00 1 1 00
HI{:VaI 0 0 c 3 H%IH 0 1—-a b 2
0 1—a b 2 0 0 c 3
0 0 11 0 0 11
1 0 0 1 1 0 0
IV;—{III 0 1—a b 2 IV;\SHI 0 1—a b 2 Y
0 0 11 0o 0 1 1 | ~Tabe
0 0 c 3 0 0 0 3—c¢
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
1. Fall: a#1.
Dann ist A; b Leilenstufenform mit maximal einer Nullzeile.
2. Fall: a=1.
Wir formen weiter um:
1 10 0 1 10 0
, IV}—)\/IH 0 01 1 111 r_\VbH 0 01 1
Lbe 00b 2 000 2-b
0 0 0 3—c¢ 0 0 0 3—c¢
In diesem Fall hat die ZSF genau dann zwei Nullzeilen, wenn b = 2 und ¢ = 3, wie man

sofort sieht.

Zusammenfassend hat also A, . genau dann die angegebene Aquivalenznormalform (mit
zwei Einsen), wenn a = 1 und b = 2 und ¢ = 3.



a) Fiir die gegebene Matrix

1 1 0 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
T, = e R™"
0o 0 1 2 0
1
0O ... ... 0 1 2

erhalten wir fiir n > 2 mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes

1 1 0 0 0
1 2 1 0
0o 1 2 1 T, :
det(T},) = = " 10
0 O 1 2 0
1 2 1
1 01 2
0 0 1 2
nte _qyntn-1) g Toz 4 (=124 T
Zeile
0 1
1 1 1 2
= (1)1, o 4 (=1)% 2 Th2
0 1
1 1 1 2
— Th_o |+ 2 det(T),_1)
0
1 1

n-1-te Spalte

Y —1-det(T),—2) + 2det(T),—1) = 2-det(Th—1) — det(Ty—2).

b) Wir zeigen die Aussage: Fiir allen € Nist detT, =1
durch vollstédndige Induktion:

Induktionsanfang bei n = 1 und n = 2:  Esist 7} = (1) und damit det(T}) = 1,
und

Ty = <1 ;) und damit det(Tp) =1-2—-1-1=1.

Induktionsschluf}: ,n — 1 — n“: Sein >3 und gelte detT, =1 firalle 1 <k <n-—1.
Zu zeigen ist: det T}, = 1.

Es ist mit a)

det(T),) = 2-det(T,—1) —det(Th,—2) =2-1—-1=1.



