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1. Wir formen B auf Zeilenstufenform um:
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Die Zeilenstufenform B’ von A hat eine Nullzeile, also ist nach 2.22 B nicht invertierbar.

2. Wir verwenden den Gauss-Algorithmus und formen mit EZUs (A; | E4) um, so dafl die Matrix
A; in ZSF dasteht. Man 148t sich dabei durch das Auftreten eines Parameters nicht irritieren,
und schleppt ihn bei den EZUs einfach mit. An geeigneter Stelle fithrt man dann eine Fallun-
terscheidung hinsichtlich des Aussehens des ZSF von A; durch, und formt dann ggf. weiter zu

(Ey | A7Y) um:
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Um nun weiter auf die ZSF umzuformen, mochten wir als néchstes ~, durchfiihren. Dies
diirfen wir allerdings nur machen, wenn 1 — 2 # 0. Wir treffen also die folgende Fallunterschei-
dung:
1. Fall: t € R\{-1,1}.
Dann ist 1 — ¢? # 0, und wir kénnen wir weiter umformen...
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Man sieht hier sofort, da$ fiir ¢ = 0 die Matrix A{j eine Nullzeile hat; also ist Ay nicht invertierbar.
Fiir ¢ # 0 haben wir mit A} eine ZSF ohne Nullzeile (A; ist also invertierbar), und es geht dann
fiir t # 0 weiter mit EZUs (nach wie vor auch ¢ # +1) zur Einheitsmatrix Ej ...
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Wir sehen also im 1. Fall, da§ A, fiir t € R\ {—1,0, 1} invertierbar ist mit
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hingegen ist Ag nicht invertierbar.

2. Fall: t e {-1,1}.
Wir gehen zuriick auf die Matrix A} direkt vor der Fallunterscheidung. Dann ist 1 —#? = 0 und
sowohl die Matrix
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AL, = 0 -1 1 -1 als auch die Matrix A} = 01 1 1
0 0 —-10 0010

haben eine Nullzeile, sind also nicht invertierbar. Damit sind (gem#f 2.24a)) auch A_; und A;
nicht invertierbar.

Zusammenfassend haben wir also

A € GLy(R) <« teR\{-1,0,1}.

3. Wir bringen A zuerst mit EZUs auf Zeilenstufenform und stellen dann mittels ESUs die Aquiva-
lenznormalform her; dabei notieren wir ESU mit dem Pfeil < und schreiben die durchgefiihrte
Spaltenumformung dann unter den Pfeil. Jede jede elemantare Zeilenumformung entspricht
der Multiplikation mit einer Elementarmatrix F; € R3*3 von links, und jede elemantare Spal-
tenumformung der Multiplikation mit einer Elementarmatrix G; € R*** von rechts. Wir notie-
ren dies gleich {iber bzw. unter der jeweiligen durchgefithrten Umformung;:
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Aus der ZSF sehen wir insbesondere schon, wie die Aquivalenznormalform ausschauen muf,
némlich so:
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also mit genau 2 Einsen, d.h. der Einheitsmatrix F5 im linken oberen Eck.
Damit ist
Z:F4'F3~F2‘F1-A'G1-G2~G3 =F-A-G
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(Beachten Sie, daf8 die Darstellung von A als Produkt F - A - G mit invertierbaren Matrizen F
und G nicht eindeutig ist! Je nachdem, mit welchen (und wievielen!) EZUs und ESUs Sie von A

zu A gelangt sind, bekommen Sie auf diesem Wege unterschiedliche Produktdarstellungen von
)

4. a) Seien A, B,C € R"™*™,

e Esist A=F,-A-E, — A=xA.

e Sei A~ B.Dannist B=F-A-G mit F € GL,(R),G € GL,(R)
= A=F1!'B-G! und F'€GL,R),G'eGL,(R) = B=~A.

e Seien A~ B, B~ C(C.Dannist B=F,-A-G; mit F; € GL,(R),G; € GL,(R)
und C=F,-B-Gy mit Iy e GLm(R),GQ S GLR(R>. Damit ist
C=FyF-A-G1-Gy=F-A-G fir F:=F-F € GLm(]R),G =G1-Gy € GLn(R).
Alsoist A= C.



b) “=“ Seien A,B € R™*" A~ B,also B=F-A-G;y mit F} € GL,(R),G; € GL,(R)
Sei D die Aquivalenznormalform von B. Dann gibt es nach 2.29 Matrizen Fy € GL,,(R), Go €
GL,(R) mit

D=F-B- Gy,

also insgesamt
D=F-F;-A-Gi-Go=F-A-G mit F:=I-F EGLm(R),GZZ G1-Gy € GLn(R)

Die Aquivalenznormalform einer Matrix ist nach 2.29 eindeutig bestimmt, also ist D auch
die Aquivalenznormalform von A, also haben A und B dieselbe Aquivalenznormalform.

“e=“  Seien A, B € R™*" und D die Aquivalenznormalform von A und B. Dann ist mit
2.29
D:Fl-A-Gl und D:FQBGQ

mit Fi, F € GLm(R),Gl, Gs € GLR(R). Es folgt
Fi-A-Gi=F,-B-Gs
— F,'F-A-G-Gy;'=8B
— F-A-G=B mit F:=F' F €GL,(R),G:=G,-G;' € GL,(R).
Also ist A =~ B.

¢) Wir bestimmen zuerst die Aquivalenznormalform von A. Es reicht dazu, wenn wir A durch
EZUs auf ZSF bringen; aus dieser konnen wir die Gestalt der Aquivalenznormalform ab-
lesen. Es ist
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Da die ZSF A’ zwei Stufen hat, hat die Aquivalenznormalform A von A genau zwei Einsen,
sieht also so aus:
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Wir untersuchen nun die Aquivalenznormalform B, von Bjg; auch hier reicht es, By durch

EZUs auf ZSF zu bringen. Es ist
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1. Fall: seR\{-1,1}.
Dann ist 1 — s2 # 0 und 1 — s # 0, also hat die ZSF

genau drei Stufen, also ist By = F3 # A; A und B, haben also verschiedene Aquivalenz-
normalformen und kénnen daher nach b) nicht dquivalent sein.

2. Fall: s=1.
Dann hat die ZSF
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nur eine Stufe, A und B; haben also auch hier verschiedene Aquivalenznormalformen und
konnen daher nach b) nicht dquivalent sein.

3. Fall: s=—1.
Dann ist

also hat die ZSF von B_; genau zwei Stufen und es ist dann B_; = A; A und B_; haben
also dieselbe Aquivalenznormalform und sind daher nach b) dquivalent.

Insgesamt ist also
A~ By, <<= s=-—1.



