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-Losungsvorschlag-

1. a) Formt man die erweiterte Koeffizientenmatrix eines homogenen LGS A-x = 0, also (A | 0)
mit EZUs um, so dndert sich der Vektor auf der rechten Seite nicht. Wir verzichten also
beim Umformen von (A | 0) auf (A’ | 0) mit A" ZSF auf das Mitschleppen der Oen rechts
und betrachten nur die Koeffizientenmatrix A, die wir auf ZSF umformen:
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Die letzten beiden Umformungsschritte sind dabei im Prinzip nicht nétig (Zeilenstufenform
ist schon davor erreicht); um das Auflésen ,,von unten her“ zu erleichtern, haben wir damit
die sog. reduzierte Zeilenstufenform hergestellt, in der die Pivotelemente (also die Zahlen
in den ,Stufenecken®) gleich 1 sind und iiber diesen lauter Oen stehen.

Das homogene LGS ist natiirlich stets l6sbar, und aus der ZSF A’ erkennt man, daf§ x3
und x4 freie Variablen sind. Das Auflésen von unten nach oben ergibt nun

T4 = A frei
r3 = u frei
To+p—A=0 = xa=A—p
1+ p+A=0 = x1=-\—pu.
Damit lautet die Losungsmenge
A—p
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b) Nein. Dies wire nur dann der Fall, wenn die Zeilenstufenform der Matrix keine Nullzeile
enthalten wiirde. Im vorliegenden Beispiel iiberzeugt man sich sehr schnell, dafl z.B. fiir

0

b=e4 = das LGS A -z = b nicht 16sbar wire, da mit den obigen EZUs dann bei

0
0
1
(A’ | V) in der 4. Zeile auf der rechten Seite die Zahl 1 # 0 stehen wiirde.



2. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A -z = b (Abhéngigkeiten von ¢ werden in dieser
Staatsexamensaufgabe unterdriickt) mit

2 3 1
t 7 und b=13
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betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b); dabei ergibt sich

1 2 3 [ 1\w-2r/1 2 3 |1
Ap =2 ¢+ 7 | 3|"3"o0ot-a 1 |1
3 t+2 t+4| 4 0 t—4 t—5| 1
m-21 /1 92 3 1
TR0 o t—4 1 |1 | =),
0 0 t-6|0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

1. Fall: te€R\{4,6}. Dannist ¢t—4%#0 und t—6#0.
Dann ist

das LGS A - x = b ist also 16sbar und es gibt keine freien Variablen, also ist es eindeutig losbar,
d.h. |L| = 1. Auflésen von unten nach oben ergibt

(t—6)-:(}3=0:> x3 =0

1
t—4) - 1o=1 = = —
(t—4) -z T2 =
1 2 t—6
S - N t—4 t—4
Damit ist die Losungsmenge
t=6
t4
0
2. Fall: t=4.Dannist t—4=0 und t—6— 2, also
1 2 3 1 4211 1 2 3|1
Ay=(oo 1 |1 | " A ool1] 1
00 —2|0 0 0 0| 2/} ier steht .rechts keine 0

Das LGS A -z = b ist damit nicht 16sbar, also ist die Losungsmenge L = &.



3. Fall: t=6.Dannist t—4=2 und t—6 =0, also

.......

1 2 3
(A)p)y=1 02 1|1
O O 0 0 } Hier steht auch ,rechts® eine 0

Damit ist das LGS A -z = b mehrdeutig l6sbar, also |L| = oo, mit x3 als freie Variable. Auflosen
von unten nach oben ergibt

x3 = A frei
1 1
2$2+)\:1 — ZE2:§—§>\

1 1

Damit ist die Losungsmenge

3. Die iibliche Regel (die linke Matrix muf} so viele Spalten enthalten wie die rechte Matrix Zeilen)
liefert die folgenden moglichen Produkte:

20 6 -8 -—22
A-C=1 17 15 13 11 |,
=33 -9 15 39

—22 27
-10 5
B-A=1 o7 o5 |
23 -3
18 46 0
CB_<54 14 —18)
4. a) Man erhilt
s s oy (OO0 s g
Q-Ly=|-1 0 3 4 0100:0340
3 1 2 =2 0010 1 2 -2 0
2 =25 3 8(1](1)8 0 2 -2 5
und Q-Us=[-1 0 3 4 0001:0—103
3 1 2 =2 000 0 0o 3 1 2

Die Eintriige der Matrix @ sind also durch die Rechtsmultiplikation mit Ly (bzw. mit Uy)
um eine Spalte nach links (bzw. nach rechts) , gerutscht“, und die entstehenden Liicken
wurden mit Nullen aufgefiillt.

b) Es ist zu vermuten, dafl ganz allgemein Rechtsmultiplikation mit L,, (bzw. mit U,,) einer
Matrix A € R™*" die Eintrédge von A um eine Spalte nach links (nach rechts) ,,rutschen®
1483¢.



¢) Man erhélt (die rot eingefiarbten Eintréige verdeutlichen, wie beispielsweise der linke obere
Eintrag des Produktes zustandekommt)

ail a2 NN NN Ain 0 0
any azg ... ... aon 1 0

A-L,= 0 1
aml QaQm2 ... e Amn, 0o ... 0 1 0
a2 ais N .o QA1n 0
ago a3 e e aon 0
aAm2 m3 .-+ ... Qmn O

sowie

all a19 A1n 0 1 0 .. 0
a1 azg ... ... a9on 0 0 1

A-U, = 0

: 1

aml Gm2 ... ... Gmn O ... ... ... 0
0 ail e e al(n—l)
0 any e e a2(n—1)
0 Aml v o am(n,l)

wodurch die Vermutung aus b) bewiesen ist.

Etwas kompakter aufgeschieben:
Nach 2.11¢)1) ist, wie man auch sofort durch Nachrechnen sieht,

A-e;j=a; (j—teSpalte von A), j=1,..,n,

wobei e; € R™ den j—ten Einheitsvektor bezeichnet. Mit L,, = (e2 e3 ... e, Ogn ) wobei
0 0

Ogn = | 1 | € R™ den Nullvektor im R", und Ogm = | : | € R™ den Nullvektor im R™

0 0
bezeichnet, ist dann

A- Ln =A. (62 €3 ... En ORn ) = (A-€2 A-eg A~€n AORn ) = (a2 asg ... An ORm )

Hier sieht man schon, wie die Multiplikation mit L,, von rechts die Spalten von A nach
links verschiebt.

Ganz analog gilt fiir U,, = (Ogn €1 €2 ... €p-1)

A- Un =A- (ORn €1 €9 ... en_l) = (AORn A'el A'eg A‘en_l ) = (ORm al ag ... An—1 )



