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Ubungen zur Vorlesung
»Lineare Algebra und analytische Geometrie I

-Losungsvorschlag-

1. Wir betrachten die Koordinatenabbildung bzgl. der Basis vy, v, v3, v4 von V, also
p:V — RY pl) =

wobei v = A\jv1 + Agva + Azvsg + Agvy (das ist jetzt noch ein ganz allgemeines v € V', nicht das v
aus Teilaufgabe a)). Dann ist
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a) Der Vektor v € V liegt genau dann in U = (uy, ue,ug) C V, wenn sein Koordinatenvektor
p(v) € R in (p(u1),p(uz), p(us)) C R* liegt. Wegen

- IV +1 _
1 (2) 11 i I+ 1 é g 21 (1)
M1
(p(u1), p(uz), p(us) | p(v)) = -1 3 0|1 0 3 —-12
10 4 |1 00 3|2
1 0 —-11]1
Mm-S fo 2 2 |0 V43I
™ 1o o —4l2| 7
00 3|2

ist p(v) keine Linearkombination von p(u1), p(u2), p(us), also p(v) ¢ (p(u1),p(uz), p(us))
und damit auch v ¢ (uq,ug,us3) = U.

[ Natiirlich kann man auch in V bleiben: Der Ansatz

A1ur + Agug + Asuz = v (%)
fithrt nach Einsetzen und Zusammenfassen auf die Gleichung

()\1 — )\3)111 + ()\1 + 2Xg + )\3)112 + (—)\1 + 3)\2)1}3 + (—)\1 + 4)\3)'04 = V1 + vg 4+ v3 + vy,



und diese wiederum, weil vq, v9, v3, v4 eine Basis von V ist, auf das LGS

A - =1 1 0 -1 \ 1
Mo+ 20+ N = 1 1 2 1 AR
M+ 3 =1 ( “7|-13 0 iQ 1)
A1 + 4 =1 0 0 3 K 1

was mit dem von oben identisch ist. Da es nicht 16sbar ist. gibt es keine A1, A2, A3 € R mit
(%), also ist v & (u1,ug,us) =U.
Wir bestimmen nun p(U) N p(W):

Ein Vektor € R* liegt genau dann im Durchschnitt p(U) N p(W), wenn er sowohl Li-
nearkombination von p(u1),p(usz),p(us) als auch Linearkombination von p(wy), p(ws) ist.

Also
x € p(U)Np(W) <= T A1, A2, A, pi1, 2 € R mit

At p(ur) + Ao p(ug) + Asp(uz) = & = pq - p(wr) + p2 - p(ws)
< EI)\la)‘Qv)\?)aMlnu’Q € R mit

A1p(u1) + Aap(u2) + Asp(us) + pa(—p(wi)) + pa(—p(ws)) =0
und = Ay - p(ur) + Ao - p(ug) + Az - p(uz) = p1 - p(wr) + p2 - p(wo)

Wir miissen also das homogene LGS
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16sen. Die Losung dieses homogenen LGS erhalten wir nach elementaren Zeilenumformun-
gen. Wegen
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erhalt man durch Auflosen von unten her

e =a € R frei

p1 = —3«
/\3 = —
AQ = —«



also ist die allgemeine Losung
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Damit ist
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Damit ist dimp(UNW) =1 und _06 eine Basis von p(U N W), also ist nach 5.4
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auch dim(UNW) =1 und
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eine Basis von U N W.

Es ist offensichtlich dim W = 2, und die Rechnungen in a) zeigen, daf}

dim(p(u1), p(uz),p(ugz)) = 3,

weshalb auch dim U = 3 ist.
Wir ergéinzen nun unsere gefundene Basis z := —2v; — 6vy — vg von U N W mit z.B. uy, uo
zu einer Basis z,u1, us von U, und mit z.B. wi zu einer Basis z, w; von W. Nach Vorlesung
(5.20) ist dann

Z, U1, U2, W1

eine Basis von U 4+ W. Wir miissen dazu nur noch zeigen, dafl z,ui,us eine Basis von
U und z,w; eine Basis von W ist. Weil z,w; offenlichtlich linear unabhéngig sind und
dim W = 2, ist letzteres klar.

Da dim U = 3, ist nur zu zeigen, daf} z, u1, uo linear unabhéingig sind. Wir verwenden dazu



wieder die Koordinatenvektoren: Es ist
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Hieraus sieht man, daf p(z),p(u1),p(uz) € R?* linear unabhingig sind, also sind auch
z,u1,us € V linear unabhéngig, und damit eine Basis von U.

Bemerkung: Wegen
dim(U 4+ W) =dimU +dimW —dim(UNW)=3+2—-1=4=dimV

und U+ W C V gilt U+ W = V. Damit kénnen wir die Basis z := —2v; — 6vy — v4 von
UNW auch mit 3 der Vektoren der Basis vy, v9,v3,v4 von V zu einer Basis von U+W =V
ergdnzen. Man zeigt nun sofort, daf z.B.

Z,01,02,0V3

linear unabhéngig, also eine Basis von U + W sind.

a) Wir zeigen, dafl p1, p2,ps € V = Pol3(R) linear unabhéngig sind:
Seien dazu A1, A2, A3 € R mit A\jp1 + Aopa + Azps =0 (z.z. ist: Ay = Aoy = A3 =0)
Es ist
A1p1 + Ag2p2 + Aspz =0
S AP -DF A (XXX X% =0
= (AT (M) X+ A =) X2+ (M +X3) X3 =0

-\ =0
—A9 =0 NN
<— N — A = 0 < M =X=X3=0
A1 + A3 = 0

Also sind p1, p2, p3 linear unabhiingig, und wegen U = (p1, p2, p3) auch eine Basis von U;
also ist dimU = 3.

b) Sei W die Menge aller Polynome aus Pol3(R), die eine Nullstelle bei 1 besitzen, also
W = {p € Pols(R) | p(1) = 0}.

Dann ist W ein UVR von Pol3(R), denn:

e Esist W # @, da das Nullpolynom in W liegt.  /
e Seien p,qg € W. Dannist (p+¢)(1) =p(1)+¢q(1)=04+0=0,alsop+qeW. /
e Seien p € W, A € R. Dann ist (Ap)(1) = Ap(1) =A-0=0, also A\pe W. /

Nun ist offensichtlich 1 eine Nullstelle von pi,ps und ps, also gilt p1,p2,p3 € W. Da
W C Pol3(R) UVR, folgt

U= <p17p2ap3> cWcC POlg(R),



also
3=dimU < dim W < dim Pol3(R) = 4.

Damit ist dim W € {3,4}. Es kann nicht dim W = 4 gelten, weil sonst wire nach 5.16
W = Pol3(R), also hiitte jedes Polynom vom Grad kleiner gleich 3 in 1 eine Nullstelle, was
nicht der Fall ist.

Also ist dimW =3 =dimU. Da U C W folgt mit 5.16, daBB U = W, was zu zeigen war.

c) Wir wihlen py := X3, und zeigen, daB8 p1, pa, p3, ps € Pol3(R) linear unabhiingig sind. Da
dim Pol3(R) = 4, ist p1, p2, p3, p4 dann eine Basis von Pol3(R).
Seien A1, Ao, Az, Ay € R mit A\yp1+Aapa+A3ps+Aaps =0 (Z.Z. ist: Ay =Xa=A3= A\ = 0)
Es ist
A1p1 + A2p2 + Asps + Aapa =0
S A (XD F A (X - X))+ (X - X+ X2 =0
= (AT H ()X + Ao =) X2+ (M + A3+ M) X2 =0

-\ =0
X2 =0 N
<~ Ay — )\3 -0 <:>A1—)\2—)\3—)\4—0
A1 + X3 + M =0

Also sind p1, p2, p3, pa linear unabhéingig.

. Sei V' ein Vektorraum der Dimension dim(V) = 6 sowie U und W Unterrdume von V der
Dimensionen dim(U) = 3 und dim(W) = 4. Wegen U N W C U gilt zunéchst

dim(UNW) <dim(U) = 3;

wegen U +W C V ist
dim(U + W) < dim(V) = 6,

und unter Verwendung der Dimensionsformel fiir UVR ergibt sich dann

dim(U N W) = dim(U) + dim(W) — dim(U + W) > 3+4 — 6 = 1.
=3 =4 <6

Zusammenfassend erhalten wir also
dim(UNW) € {1, 2, 3}

und haben noch nachzuweisen, daf§ diese drei Moglichkeiten auch tatséchlich eintreten. Sei dazu
e1,...,eg die Basis der Einheitsvektoren im RS:
o Fiir U = (e, ea,e3) und W = (es3, eq, €5, e6) ist UNW = (e3) und damit dim(UNW) = 1.
o Fiir U = (e1,e9,e3) und W = (eg, e3, €4, €5) ist UNW = (eg, e3) und damit dim(UNW) = 2.
o Fiir U = (e1,eg,e3) und W = (e1,e2,e3,e4) ist UNW = (e, ea,e3) und damit dim(U N

W) =3.
. BEs ist
1 2 3 0o 1 -1 8 8 0
A-B=12 0 -2 1 -1 2 |=|-4 -4 0
1 -1 -3 2 3 -1 -7 =7 0
sowie

1
B-A=1[1 -1 2|2 0 —-2|=1|1
7



Der Rang einer Matrix &ndert sich nicht unter elementaren Zeilenumformungen; bei einer Matrix
in Zeilenstufenform stimmt er mit der Anzahl der von Nullzeile verschiedenen Zeilen iiberein.
Wegen

(—3)-I01

1 2 3 gl—ﬁ 1 2 3 “1yq 1 2 3 —— 1 2 3
A=(2 0 -2 ~ [0 -4 =8| A 12~ |01 2
1 -1 -3 0 -3 —6 0 1 2 0 0 0
ist daher Rang(A) = 2, und wegen
01 - 11 L -1 2 I —21 L-l I =511 -b2
B=|1 -1 2|~ 0o 1 —1] A~ (o —1| A~ (o1 1
2 3 -1 2 3 -1 0 5 -5 0 0
ist Rang(B) = 2. Des weiteren erhilt man wegen
8 8 0 (L 1 1 0 IIIII +4711 1 10
A-B=|-4 -4 0| A -4 4 0] A~ (000
-7 =7 0 -7 =7 0 0 00
zum einen Rang(A - B) = 1 und wegen
1 1 1 15—711 1 1 1 - 1 1 1
B-A=[10 -1 ~ [0 -1 =2 "~ [0 -1 -2
7 5 3 0 -2 —4 0 0 0

zum anderen Rang(B - A) = 2; es gilt hier also Rang(A - B) # Rang(B - A).



