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-L6sungsvorschlag-

1. Wir untersuchen, ob v1, v9, v3, v4 linear unabhéngig sind und betrachten dazu fiir A1, Ao, A3, A4 €
R die Gleichung
A U1+ A9 v+ A3-v3+ Mgy =0,

also das durch (A | 0) gegebene homogene LGS mit

1 1 3 -1
0o -1 1 =2
1 1 2 0
0 -1 -2 1

A:(vl vy U3 v4):

Wir bringen die Matrix A auf ZSF (und l6sen so das homogene LGS); es ist

1 3 -1 1 1 3 -1
-1 1 -2|w-u|0 -1 1 -=2]1v-31
0o -1 1] 7 fo o -1 1
-1 -2 1 0o 0 -3 3

-1
A N~

o O o

An der ZSF erkennen wir, daf§ vy, ve,vs,v4 linear abhéingig sind, und es ist vy € (v1,ve,v3).
Denn beim Loésen des homogenen LGS ist die vierte Variable Ay € R frei; wihlt man also z.B.
Ay = 1, so ergibt sich A3 = 1, Ay = —1, A\; = —1, es ist also —v; — v + v3 + v4 = 0, also
V4 = V1 + U2 — V3.

Ebenfalls erkennt man, daf§ v, v, vs linear unabhéngig sind, denn wie man aus der ZSF sieht,
folgt aus Ay -v1 + Ao vg+A3-v3=0, daBB A\ = )Xo = A3 =0.

Nach 5.14 kénnen wir die linear unabhéngigen Vektoren vy, vs,v3 € R* durch einen den Ein-
heitsvektoren eq, es, e3,e4 € R* zu einer Basis von R* erginzen. Wir probieren es mit e, und
untersuchen, ob v1, v2, v3, €4 linear unabhéngig sind. Wie oben, betrachten wir dazu die Matrix
B = (v1 vy U3 64), und bringen diese auf ZSF. Es ergibt sich (mit denselben EZUs wie

oben)
1 1 3 0 1 1 3 0
B H;{I 0O -1 1 0 IV&II 0 -1 1 0
0O 0 -1 0 0 0 -1 0
0 -1 -2 1 0 0 -3 1

Also sind vy, va,v3,v4 linear unabhiingig, und damit (wegen dim R* = 4) eine Basis von R*.

[Wir kénnen sogar alle Vektoren b € R* angeben, mit denen sich v1, v, v3 zu einer Basis von

R* ergéinzen l4aBt: Es gilt ndmlich (da bereits vy, vo, v3 linear unabhiingig)

v1, U2, v3,b linear unabhingig <— b ¢ (vi,v9,v3)
1 1 3 by
0o -1 1 ba . ..
— 11 5 | T= by ist unlosbar.
0o -1 -2 by



2.

Es ist nun (mit denselben EZUs wie oben)

1 1 3 | by 1 1 3 b1 1
0 -1 1 |(bg|lm-1|0 —1 1 by -1 |0
11 2 6| o oo —1lps—bm| " lo 0 —1|b3—b
0 —1 —2|by 0

Also ist vq, ve, v3 mit allen b € R?*, dessen Komponenten by — by — 3b3 + 3b; # 0 erfiillen, zu einer

Basis von R* ergiéinzbar, z.B. also durch e4 (aber auch durch e3 oder ey oder e). ]

a)

ohne 5.4; direktes Rechnen in V = R?*2

Es ist U = (A3, Ag, Az), und damit bilden A;, As, A3 ein Erzeugendensystem von U. Wir
untersuchen, ob Ay, As, Ag linear unabhéingig.
Seien dazu A1, A2, A3 € R mit \{ A1 + A2 As + A3A3 = 0. Dann ist

11 4 9 1 1 0 0
A1<1 —1>+A2<3 4)+A3<0 7>_<0 0)

A+ 4N+ A3 = 0 1 4 1 A 0
— M o+ 2 — A3 = |1t 2 Al _|o
AN+ 3 = 0 1 3 0 AQ 0
“A 4+ 4N + TA3 = 0 -1 4 7 3 0

Wir 16sen dieses homogene LGS durch elementare Zeilenumformungen. Wegen

14 1|0\ yfi /1 4 1 ]0\ wvian
1 2 —=1/0|u-1[0 —2 —2|0]|m-5u
1 3 010 0 -1 —-110
-1 4 710 0 8 8|0

An der ZSF erkennen wir, dafl Ay, Ay, As linear abhéingig sind, und es ist A3 € (A;, Ag, As).
Denn beim Losen des homogenen LGS ist die dritte Variable A3 € R frei; wihlt man al-
so z.B. A3 = 1, so ergibt sich Ay = —1, A\ = 3, es ist also 347 — Ay + A3 = 0, also
Az = Ay — 34;.

Ebenfalls erkennt man, dafl A, A linear unabhéngig sind, also ist A1, As eine Basis von
U, und damit ist dimU = 2.

Es ist W = (By, B2), und damit bilden By, By ein Erzeugendensystem von W. Man sieht
sofort (da Bj kein Vielfaches von B und auch nicht umgekehrt), dafi By, By linear un-
abhéngig sind, also ist Bi, By eine Basis von W, und damit ist auch dim W = 2.

Wir bestimmen nun U N W:
Ein Vektor C' € V liegt genau dann im Durchschnitt U N W, wenn er sowohl Linearkom-
bination von Ai, As als auch Linearkombination von Bi, By ist. Also

CeUNW <= dA, Ao, 1,2 ERmit Ay - A1+ X As3=C=pu1 - By + o Bo
<= I, A2, p1, 2 € Rmit A Ay + XA + i (—=By) + p2(—B2) =0
und C = MA; + XAz = 11 B1 + p2Bo



Nun ist

MAL+ A As + i (=By) 4 pa(—B2) =0

el 1) (4)+m(g Dem(@ -6 )

A1+ 4N W — pz = 0

A1+ 20 — o — e = 0
—

Mo+ 3 - o — 2u = 0

A+ 4h + 2 — 4pe = 0

1 4 1 -1 A1 0
o2 [ o

1 3 -1 2| |m] "o

14 2 —4) \yu 0

Die Losung dieses homogenen LGS erhalten wir nach elementaren Zeilenumformungen.
Wegen

1 4 1 —1|0\ - ;/1 4 1 —1|0\ w4 /1 4 1 -1/0
1 2 -1 —1|0|lu-1f{0 -2 =2 o |ojlm-3If0 —2 —2 0 |0
1 3 -1 —2/0] o -1 —2 —1]o] ™ lo o -1 —1]0
-1 4 2 —-410 0 8 3 =50 0 0 -5 =510
0
IVFQIH 0
0
0
erhilt man durch Auflésen von unten her
o =a € R frei
= —a
)\2204
Al = —2q;
also ist die allgemeine Losung
)\1 —2a
A2 = @ mit o« € R.
M1 —Q
2 (]

Damit ist

Ceunw «— 02”131+ﬂ232:—0431+0432=04(—B1+BQ)ZQG (6)>
2 0
= Oé<1 6>’ a € R.

vow=r-(3 ).

Es ist demnach

1 6

Damit besteht UNW aus allen Vielfachen der Matrix C' := (2 O) , also ist dim(UNW) =

1 6

und C' = <2 0) ist eine Basis von U N W.

1 6



mit 5.4; Rechnen in R*
Wir betrachten die Koordinatenabblidung bzgl. der Basis

1 0 01 0 0 00
B=(g o) B=(0 o) B=(]¢) E=(g 1)

von V =R?*?2_ also

p:V — R4, p(A) = mit A = ME] + AFEy + A3E3 + A\ Ey.

[Damit verlagern wir das ganze Problem in den R*, betrachten also

(Al) p(A2),p(A3), p(B1),p(Ba2) € R*  statt Ay, Ay, A3, B1,By €V,
p( < ( ) (AQ) (A3)> Cc R4 statt U= <A1,A2,A3> cV,
p(W) = (p(By),p(B2)) CR* statt W = (By,Bs) CV, und
pUNW)=pU)Np(W)CR? statt UNW CV]

Es ist
1 4 1 —1 1
1 2 —1 1 1
p(Ar) = HE p(A2) = NE p(As) = 0 p(B1) = HE p(B2) = 9
—1 4 7 -2 4

Um zu sehen, ob p(A1), p(Az),p(A3) € R* linear unabhiingig sind, stellen wir die Vektoren
zu einer Matrix

1 4 1

1 2 -1 4x3
M= (p(An) p(A2) p(As) = | | 5 o | R

-1 4 7

zusammen und bringen diese auf Zeilenstufenform (wir losen damit das homogene lineare
Gleichungssystem M - x = 0; dieses ist {ibrigens identisch mit dem von oben!). Es ist

1 4 110 0
1 2 —1|0] so 5.0 0
(M]0)= L 3 olol ™ ™ 0
-1 4 7|0 0

Damit sind die Spalten p(A;), p(A2), p(A2) von M linear abhéingig und es ist mit den
iiblichen Argumenten p(U) = (p(A1),p(42), p(As)) = (p(A1),p(A3)) und p(A1), p(4)
sind linear unabhéngig, also ist dim p(U) = 2 und p(A4;), p(Az) bilden eine Basis von p(U)
Folglich ist nach 5.4 auch dim U = 2 und die Vektoren Aj, A bilden eine Basis von U.

Offensichtlich sind p(B1), p(B2) linear unabhéngig; folglich sind nach 5.4 auch die Vekto-
ren By, By linear unabhiingig und damit eine Basis des Unterraums W = (Bj, Bs), so dafl
dim(W) = 2.

Wir bestimmen nun p(U) N p(W):



Ein Vektor x € R* liegt genau dann im Durchschnitt p(U) N p(W), wenn er sowohl Line-
arkombination von p(A;),p(As2) als auch Linearkombination von p(Bj), p(Bs) ist. Also

x €p(U)Np(W) <= I\, Ao, p1, p2 € R mit
AL-p(AL) + A2 - p(A2) = 2 = p1 - p(B1) + p2 - p(B2)
< dA1, Ao, pu1, 2 € R mit
Ap(A1) + A2p(A2) + p1(=p(B1)) + p2(—p(B2)) = 0
und = A - p(A1) + A2 - p(A2) = p1 - p(B1) + p2 - p(Bo)

Wir miissen also das homogene LGS

1 4 1 -1 M
1 2 -1 -1 A2
1 3 -1 =2| |m

-1 4 2 —4 12

o O O O

16sen. Dieses LGS ist identisch mit dem von oben, also ist die Lésung

)\1 —2a
A2 = @ mit o € R.
1 —Q
12 (]
Damit ist
-1 1
1 1
zepU)Np(W) <= z=pup(Bi)+ pep(B2) = —« Lty
-2 4
2
0
=al |, « € R.
6
Es ist demnach
2
0
pUNW) =pU)Np(W)=R- [,
6
2
Damit ist dimp(UNW) =1 und ? eine Basis von p(U N W), also ist nach 5.4 auch
6
dim(UNW) =1 und
2
1|0 (2 0
Pl =\ s
6

eine Basis von U N W.



c) Nach der Dimensionsformel (5.19) fiir Untervektorrdume ist

dim(U + W) = dimU + dim W — dim(UnW) 22+2 - 1=3.

d) Nachb)ist C:= (? g) eine Basis von U N W. Wir ergéinzen C mit Ay zu einer Basis

C,A; von U (esist dimU = 2 und C, A; L.u.), und mit By zu einer Basis C, By von W (es
ist dim W = 2 und C, By l.u.). Nach (5.20) ist dann automatisch

C,A,By, also <f g) , (1 _11> , <_11 _12>
eine Basis von U + W.
3. Es sei U = (v1,v2,v3,v4) der von den vier Vektoren
vi=a+b+c+d, vo=b+4+c, vy=c+d, vi=a-+b

aufgespannte Unterraum in einem reellen Vektorraum V'; dabei sind die Vektoren a, b, ¢, d als
linear unabhéngig vorausgesetzt. Wegen

v = (a+b)+(0+d) =4+ V3 € <’U2,’U3,U4>

wird der Unterraum U bereits durch die drei Vektoren wve, vs, v4 erzeugt; zum Nachweis ihrer
linearen Unabhéngigkeit seien A1, A2, A3 € R mit

A1 U2+ A2 - v3 + Az - vg = Oy,

also
AM-(b+c)+X-(c+d)+ A3 (a+b) =0y

und damit
)\3'a+()\1+)\3)-b+(/\1+)\2)'6+)\2‘d=0\/.

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von a, b, ¢, d folgt daraus
A3 =0, AL+ A3 =0, A1+ Ao =0, Ao =0,

insgesamt also A1 = Ao = A3 = 0; folglich sind v, v3, v4 auch linear unabhéingig und somit eine
Basis von U. Fiir die Dimension von U ergibt sich demnach dim(U) = 3.

4. Wegen dim V' = n kénnen wir (Basisergdnzungssatz!) dem linear unabhéngigen System
Vlyeery Unp—1

einen Vektor v hinzufiigen, so dafl
Vly .oy Un—1,0

ebenfalls noch linear unabhéngig, also wegen dim V' = n eine Basis von V ist. Die Bedingung
an v steht in 4.28 b) iv):

Ul,...,Up—1,v linear unabhingig <= v ¢& (v1,...,Un—1). (%)

Wir zeigen, dafl die rechte Seite von (k) fiir wenigstens ein v = b; erfiillt ist.

Annahme: Fiir alle i € {1,...,n} gilt b; € (v1,...,0p-1).
Dann ist nach 4.16 c)
V= <b17 7bn> - (Ulv "'7Un71> C ‘/a

also V= (v1,...,vp—1), woraus dim V' = n — 1 folgt, ein Widerspruch zu dim V' = n.

Also gibt es ein b; mit vy, ...,v,-1,b; ist Basis von V.



