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-Losungsvorschlag-

1. Ein Vektor p € Pol3(R) liegt genau dann im Durchschnitt U N W der beiden Untervektorrdume
U = (p1,p2,p3) und W = (q1,q2), wenn er sowohl Linearkombination von pj,pa,ps als auch
Linearkombination von ¢, ¢o ist. Also

peUNW < A, A, A3, a1, 02 €ERmit Ay -pr+Aopa+A3-p3=v=p1-q+p2-q
<= I, A2, A3, 01, 2 € Rmit Aipy + Aope + Asps + p1(—q1) + p2(—g2) =0
mit  p = Ap1 + Aoep2 + Asps = piq1 + p2ge

Wir haben damit die Gleichung fiir A1, Ao, A3, p1, o

M+ X3+ Ao(—1— X + X2+ 2X%) + \3(2+ X +2X?)
+pp (=1 —2X —2X?%) + po(1 +3X +2X2 + X3) =0
= (M — A+ 23 — 1+ p2) - 1+ (A2 + A3 —2p1 +3p2) - X
+ (Mo 4+2X3 — 201 4+ 2u2) - X2+ (M +2X0 +p2) - X2 =0

At — A+ 203 — w1+ p2 = 0
1,X,)<(2__,)>(31.u. — A+ A3 — 2u; + 3ue = 0
Ao+ 2x3 — 2m + 2p2 = 0
AL+ 2X + w2 = 0
1 -1 2 -1 1 A1 0
— 0 -1 1 =2 3| [X]| _|0O
0o 1 2 -2 2 wr |10
1 2 0 0 1 142 0
Wir 16sen dieses lineare Gleichungssystem. Wegen
1 -1 2 -1 110 1 -1 2 -1 11/0 IV +311 1 -1 2 -1 110
0O -1 1 -2 3|0 I\;\:I 0O -1 1 -2 3|0 IH/J{H 0 -1 1 -2 310
0 1 2 -2 210 0o 1 2 =2 2|0 0 0 3 —4 510
1 2 0 0 1|0 0 3 -2 1 0}|0 0 0 1 -5 9]0
1 -1 2 -1 110 0
e |0 -1 1 =2 310 0
0 0 1 -5 9]0 0
0 0 3 —4 5]|0 0

erhilt man durch Auflésen von unten her

e =a €R frei

W =2«
)\3:04
A =0

)\1:—(1



also mit « € R

peUNW <= p=XAp1+ dap2 + A3p3 = —ap1 + ap3
— p=oal-p1+p3)=a(l+X +2X2+X3).

Es ist demnach
UNW =R-(—14+ X +2X? + X3),

weswegen etwa der Vektor p = 1 + X + 2X?2 + X3 als Basis von U N W gewihlt werden kann.

2. a) Esist dimPol,(R)=n+ 1, deshalb kénnen die n Vektoren
14+, z4+z%, 22+2% ..., 2" 142"

keine Basis von Pol,, (R) bilden.
b) Geméf 5.10 ist wegen dim Pol3(R) =4 nur zu zeigen, dafl die 4 Vektoren

1, x+1, x2—|—az+1, B2+t +r+1

linear unabhéngig sind.
Seien dazu A1, Ao, A3, A4 € R mit

M-l4+d-(@+D)+X3-@2+z+1D)+ M- @B +22+2+1)=0. (%)

Zu zeigen ist A\ =X = A3 =Xy = 0.
Es ist

(1) = M+A+A+A) T+ A+ +A) 2+ N3+ M) -2®+ Mg -2° =0

M + X+ A3 + N =0
12,2223 Lu. A + A3 + X = 0
— A3 + M o= 0
A = 0
1 1 1 1 A1 0
01 11 Xl (o L
— 00 1 1 x| = o <— AM=X=X3=X=0
00 0 1 A 0

(die entscheidende Richtung ist “=“). Also sind die angegebenen Vektoren linear un-
abhéngig, also gemif} 5.10 eine Basis von Pols(R).

3. Wir betrachten fiir A1, A2, A3 € R die Gleichung
A1+ A2 v2 4+ Az -v3 =0,

also das durch (A | 0) gegebene homogene LGS mit

6 4 0
0o -7 3

A= (1)1 () 1)3) = 5 1 1 € R4X3
1 3 -1



Wir bringen die Matrix A auf ZSF (und 16sen so das homogene LGS); es ist

6 4 0 L3 =1\ g (13 =1\ woan
0o -7 3 I\A?I 0o -7 3 111&51 0 -7 3 | m-211
5 1 1 5 1 1 0 —-14 6
1 3 -1 6 4 0 0 —-14 6

An der ZSF erkennen wir, daf vy, vg, v3 linear abhéngig sind, und es ist v3 € (v1,v2). Denn beim
Losen des homogenen LGS ist die dritte Variable A3 € R frei; wihlt man also z.B. A3 = 1, so

ergibt sich Ay = %, A= —%, es ist also
2
—?'1)14-%-1)24-1-03:0. (*)
An (x) sieht man durch Auflésen nach vs, dafl
v—gv—gv also w3 € (v1,v2)
3= VLT S 3 1,02).

Aber natiirlich kénnte man hier (x) auch nach v2 oder v; auflosen (weil der Koeffizient vor diesen
v1 und vy ebenfalls # 0 ist). Man erhélt dann

2

,02:5.'01—5-’[}37 alSO () € <U1)U3>7
und
3 7
V1= v + 33 also vy € (v2,v3).

In diesem Fall ist also nicht nur v3 Linearkombination von v, ve, sondern auch v, Linearkom-
bination von v1,vs, und v; Linearkombination von wvs, v3.

a) GeméB 5.2 der Vorlesung sind n Vektoren im R™ (beidemale ist die Zahl n, das ist wesent-
lich!) genau dann linear unabhiingig, wenn die aus ihnen gebildete quadratische Matrix
invertierbar ist. Wir miissen also nur die Determinante der Matrix

A= (Ul V2 Ug) S R3*3

berechnen und sehen, fiir welche ¢ € R diese # 0 ist. Es ist
1 0 ¢

det A=10 t 1|=04+04+0) - +14+0)=-1-t3=0=t3=-1=1t=—1,
t 10

also sind die drei Vektoren genau dann linear unabhéngig, wenn ¢ # —1 ist.

b) Fiir ¢t = 2 sind nach a) die drei Vektoren vy, v2,v3 € R3 Lu., also gemé 5.2 eine Basis von

by
R3. Fiir b= [ by | € R3 ist
b3
L0 2fb\ oo /10 2| b\ oy L0 2 by
(A]b)=[0 2 1|by 02 1 b ~ |02 1 b
2 1 0]bs 0 1 —4|bs—2b 0 0|—9|b3—2b; — 3bo
Fiir b = e¢; haben wir damit:
1 0 2 1 A 9 1
0 2 1 0 |, alsoals Losung des LGS Ax =e; dann: z3=—,29 = ——,21 = —.
00 —2|-2 ) )
2



Damit ist

1 2 n 4
€1 = VU1 — <U9 —U3
9 9 9
also sind Loz 4 die Koordinaten
o 9y 9 ) '
und U1, —gv2 5 gUs die Komponenten von e; bzgl. der Basis vy, v, v3 von
R3.

1 0 2 0 1 4 9
0 2 1 1 |, alsoals Losung des LGS Ax = ey dann: x3= -, 29 = —, 21 = ——.
00 —9|_1 9 9 9
2 2
Damit ist 4
€2 = —5u + 92 + 93
also sind —% , % , % die Koordinaten
und —%Ul , %Uz , %’Ug die Komponenten von ey bzgl. der Basis vq,v9, v3 von
R3.
Fiir b = e3 haben wir:
10 210 9 1 4
0 2 1 0], alsoalsLosung des LGS Ax =e3 dann: x3=——,20=—, 21 = —.
9 9 9 9
00 —5]|1
Damit ist 1
€3 = §Ul + §712 - §U3;
also sind % , % , —% die Koordinaten
und %ful , %vg , —%Ug die Komponenten von e3 bzgl. der Basis v1, v, v3 von R3.
Fiir t = —1 ist
10—10111110—10
(Alo)=|0 -1 1|o] A o -1 1]o0
-1 1 010 0 1 -—-110

das homogene LGS A - z = 0 die Lésungsmenge

A
Lo—{ A ‘/\ER}.
A

AUV +A v+ A-v3=0 mit A € R,

also sind

alle Darstellungen des Nullvektors als Linearkombination von vy, vs, v3.



