MATHEMATISCHES INSTITUT WS 2018/19
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 1
D. Rost, L. Ramzews 26.10.2018

Ubungen zur Vorlesung
»Lineare Algebra und analytische Geometrie I

-Losungsvorschlag-

1. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

1 + 2x9 — T3 =1
To + 223 — 3x4 = 0

2x1 4+ 4x9 — 2x3 + Ty = 3
r1 + ro — 3dx3 + 3zy = 1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b). Es ist

1 2 -1 0 1 1 2 -1 0 1
o1 2 =3 0 I11—21 o1 2 =3 0
A=ty 4y 5 103 oo o0 1]1
11 -3 3 1 1 1 -3 1
1 2 -1 0 1 1 2 1
wv-1f 0 1 2 3|0 || O[1 2 (U
“1o 0o o 11| 100 o 1 = (47 0).

0 —1 —2 3 0 0 O O 0 0 } Hier steht auch

rechts“ eine 0

Damit ist das LGS 16sbar (also L # &) und z3 eine freie Variable

(denn: Die Matrix A" hat Zeilenstufenform mit einer Nullzeile als 4. Zeile. Da 4. Komponente
von b’ ebenfalls gleich 0 ist, ist das lineare Gleichungssystem lésbar. Da die Variable x3 zum
,hinteren Teil einer breiteren Stufe gehort®, ist x3 = \ frei.)

Wir 16sen das LGS ,,von unten her“:

lza=1 = x4=1 (dritte Zeile der Matrix)
x3 = A frei
leza+20—-3=0= 23=3—-2)\ (zweite Zeile der Matrix)
1z +2(3—-2\)—A=1= 23 =—-5+5\ (erste Zeile der Matrix).

Folglich ist also
—5+5A
3—-2X
L= N AeR

1

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.
2. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

2x1 + 9 =
T, + 229 + x3 =
To + 2x3 + T4 =

r3s + a4 =

o oo



betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b) (eigentlich (A | bg), wir
unterdriicken hier aber die Abhéngigkeiten von den Parametern). Es ist

210010 2 1.0 0] 0
|t 2100 |u3t]0 2100
A=t 1910 ~“lo121]o0
001 a|p 001 a|p
2 1.0 0] 0 2 1.0 0 0
m-2im|l g 2 1 o o |v-2m | o 3 1 0 0
2 2 — (AP
“doos ol ™ loos 1 o |~
001 a|p 000 a-3]|2

Die Matrix A’ liegt, egal welchen Wert o« hat, in Zeilenstufenform vor; allerdings sieht die
,, Treppe* unterschiedlich aus. Dies motiviert die folgende Fallunterscheidung;:

1. Fall: o # %, also oo — % # 0.
Hier ist

(A" V) =

also ist das LGS fiir alle § € R eindeutig losbar, also |L, g| = 1.

(denn: Die ,Treppe“ von A’ hat 4 Stufen, reicht also bis zur letzten (untersten) Zeile; A" hat
also keine Nullzeile. Damit ist fiir alle 5 € R das LGS Iésbar. Da die Stufenbreiten alle einfach
sind, und die , Treppe“ ganz links oben beginnt (1. Spalte von A’ ist keine Nullspalte), ist das
LGS eindeutig l6sbar.)

2. Fall: o= %, B8 #0.

Hier ist
21 0 0] 0
013 1.0]0
/ AN
(A | b) - O 0 4 1 ___(_)__‘ ’
O O O 0 B } Hier steht ,rechts® keine 0

also hat das LGS keine Losung, also L3 5 =9

47
(Die 4. Zeile von A’ ist eine Nullzeile, die ,/ Treppe hat also nur 3 Stufen. Da die 4. Komponente
von b’ nicht 0 ist, besitzt das LGS keine Losung.)

3. Fall: a= %, 8 =0.

Hier ist
21 0 0] 0
02 10]0
I
(A | b) - O 0 4 1 -"Q-4 )
O 0 0 0 0 } Hier steht auch ,rechts® eine 0

Das LGS ist in diesem Fall 16sbar und x4 ist eine freie Variable, also ist |Ls ;| = oo.
4 ’

Das Auflésen von unten nach oben ergibt ergibt sich dann

x4 = A frei
4
gaﬁg—i—)\:O = xgz—Z)\
3 3 1
5.’112—1)\—0 — xg—i)\
1 1

2 — = = ——
1‘1—1—2)\ 0 = = 4)\



Folglich ist also

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

3. a) Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

T + X2 + Ssx3 = 2
1T + Sx2 + r3 = —1
sr1 + x2 + w3 = -1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (As | b). Es ist

11 s| 2 o 1 1 s 2
(As|)=11 s 1| -1 | ~ [0 s-1 1-s] =3
s 1 1| =1 s 1 1 -1
S 1 1 s 2
~ 10 s—1 1-—s -3
0 1—-s 1—82] —1—2s
ITT+I1 1 1 5 2
Ao s—1 1-s -3 = (AL | b)).
0 0 2—s—s2| —4—25
Wegen
s—1=0 < s=1
und

2—5—52=(2+5)(1-5) =0 < s=-2 oder s=1
legt dies die folgende Fallunterscheidung nahe:

1. Fall: sc€R\{-2,1},also s—1#0 und 2—s—s>=(2+3s)(1—s)#0.
Dann ist

also ist das LGS eindeutig 16sbar. Wir 16sen von unten nach oben:

—4—2s —22+s5) 2

T2-s—s2 2+s)(1-5) s—1

(2—s—s)z3=—-4-25 — 13

(s—Das+(1—8)—— = —3—> ap= ——(-3+2)=-

s—1 s—1 s—1
+ 2 2= 2+ 2 =
r1— ——+s8 = T = — 5 = —
s o1 T s o ! s—1 “s—1 s—1’
Damit ist .
o
Li=q|—5=1| ¢, seR\{-21}
2
1

die Losungsmenge des gegebenen Gleichungssystems.



2. Fall: s=-2also s—1=3 und 2—s5—s>=0.
Dann ist

(A |V )= 0[=3 3 | =3

............

)
Hier steht auch ,rechts® eine 0
o0 o/ o/} .

also ist das LGS losbar und z3 ist eine freie Variable.
Mit z3 = A € R frei, ergibt sich —3x94+3X = —3, also 9 = A+1, sowie 21+ (A+1)—2\ = 2,
also r1 = A+ 1, es ist also

A+1

Lo=S|x+1|]|rxeR
A

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

3.Fall: s=1,also s—1=0 und 2—5s—s>=0.

Dann ist
1 —2 2

1
/ /
(Al | bl) = 0 0 0 _3 Hier stehen ,rechts“ nicht lauter Oen
0 0 O —6

Also ist, aufgrund des Widerspruchs in der zweiten (oder dritten) Zeile, das gegebene li-
neare Gleichungssystem nicht losbar, es ist also L; = @.

b1
4. Wir schreiben b = 22 und 16sen das durch (A | b) gegebene lineare Gleichungssystem durch
3
by
elementare Zeilenumformungen.
1 4 10 b \fi/1 410 b1
| -1 =2 0 0| b I+1 0 2 1 0] by+b
AI=1 17 4 9alm | T loo1 2| bs-bn
-1 -2 1 2| b 0 2 2 2| bg+bh
1 410 b1
IV&II 0 2 1 0] bo+by
0 01 2| b3g—10
0 01 2| byg—bs
1 410 b1
iv—1mr| 0]/2 1 0 ba + by VR
ool 2| by—bi = (A7),
0 O 0 0 b4 — b3 — b2 _.I_ bl }Hier srechts #07

a) Das Gleichungssystem ist genau dann unlésbar, wenn der Nullzeile der Zeilenstufenmatrix
A’ auf der rechten Seite eine Zahl # 0 gegeniibersteht, wenn also by — by — by + by # 0 ist.
Dies ist beispielsweise fiir

by
bo

b= b | =
by

— o O O



der Fall.

Nein, ein solches b existiert nicht aufgrund der Zeilenstufenform A’: Da A eine ,breitere®
Stufe besitzt, gilt fiir die Losungsmenge L des LGS entweder L = & (wenn by —bs—by+by #
0, siehe a,) oder |L| = oo (da x4 eine freie Variable ist).

Hierfiir miissen wir nur noch in unserer schon erfolgten Rechnung die zu by gehorigen Werte
b1 = by = by = by = 1 einsetzen, und erhalten damit

141 0|1
AT 0/2 1 0| 2
AT =1 001 210
0 0 O O O } Hier steht auch ,rechts® eine 0

Hier erkennen wir, dafl wir x4 = A frei wihlen kénnen; das Auflésen von unten nach oben
ergibt dann

T4 = A,
T3 = —2x4 = —2),

1
$2=§(2—9€3):1+)\7

Ir = 1—1‘3—4332:—3—2)\,
also ist die Losungsmenge
-3 —2X

L= IHA her



