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I Y1
1. a) e Wegen 0 € U; ist Uy # @. Seien z = (xz) und y = (yz) € U; sowie A € R; damit gilt

T3 Y3
1+
x1 = 2x9 — 3x3 und y; = 2yo — 3y3. Fiir x +y = | ©2 + y2 | erhilt man
3+ Y3

x1+y1 = (2z2 — 323) + (2y2 — y3) = 2(x2 + y2) — 3(x3 + y3),

/\.%'1
also ¢ +y € Uy, sowie fir -z = | Ao
)\Jjg

)\:El = A (21‘2 — 31‘3) = 2()\ 172) — 3()\$3),

also A-z € Uj. Folglich ist nach dem Untervektorraumkriterium Uy ein Untervektorraum
von R3.
Alternativ kann man auch so argumentieren: U ist die Losungsmenge des homogenen
LGS A2z =0 mit

A= (1 -2 3)eRY?,

also nach 4.13 b) ein UVR von R3.

3 6
e Esist z = |[3] €¢ Uyund A = 2 € R, aber Az = [ 6] ¢ Us. Damit ist Uy kein
1 2
Untervektorraum von R3.
0
... oder mit dieser Begriindung: Es ist 0 = (O) ¢ Uy, also ist wegen 4.9 U, kein UVR.
0

0 0 0
e Esist x = (1) € Usund y = ( 0 ) € Us, aber z +y = (1) ¢ Us. Damit ist Us
0 -1 -1

kein Untervektorraum von R?.

e Wir zeigen zunéchst
Uy={zeR|z1 =23 -23und 20 =0} = {z € R® | z; = 0 und x5 = 0} .

LC“ Sei z € R? mit 21 = 29 - 23 und 29 = 0. Dann ist 1 = 22 - 23 = 0- 23 = 0.

,D% Seiz € R3mit 21 =0 und 2o = 0. Dannist 1 =0=0- 23 = =2 - 3.



Nun iieberpriifen wir das Untervektorraumkriterium: Wegen 0 € Uy ist Uy # . Seien

T Y1
r=\|x2 | und y= [ y2 | € Uy sowie A € R; damit gilt x;1 = 0 und x2 = 0 sowie y; =0
z3 Y3
T1+ N
und y2 = 0. Fir x +y = | 22 + y2 | erhélt man
T3+ Y3
z1+y1=0+0=0 und To+1y2=0+0=0,
/\.%'1
also z +y € Uy, sowie fir A-z = | Axo
)\xg

Ax1=A-0=0 und Azs=A-0=0,
also A-z € Uy. Folglich ist nach dem Untervektorraumkriterium Uy ein Untervektorraum
von R3.

b) e Das Nullpolynom ist kein Polynom vom Grad 2 (sondern hat Grad -1), also ist es kein
Element von Wi, also ist W; nach 4.9 kein UVR von Pol(R).

e W, ist die Menge aller reellen Vielfachen des Polynoms 3 — x + 2, also
Wy =R- (23 -z +2);
also ist Wy geméf 4.10 a) ein UVR von Pol(R).

a) Esist
1 1 0 1 2 V4l 1 1 0 1 2
A — 2 1 1 0 3]Jm-21}]0 -1 1 -2 -1
“lo 2 21 1] 7o 2 —2 1 1
-1 2 -3 2 0 0O 3 -3 2
IV 4311 Lo 1 -1 1
mr4+21m (0 -1 1 -2 -1 )
“~ 1o o 0o -3 -1 ’
O 0 0 -3 -1

Beim Losen des homogenen LGS A -z = 0 sind damit x3 und x5 freie Variable. Wir wiahlen
also x3 = p frei und x5 = X frei, und erhalten durch Auflésen von unten her:

T5 = A

1
—31’4—>\:0:> $4:—§>\

T3 =W
1 1
—x2+u—2(§)\)—)\:0 — xgz—g)\—i-u
1 4
x1+,u—(—§)\)+>\:0 = mlz—g)\—,u
Damit ist die Losungsmenge Ly des homogenen LGS A-z =0
—%)\—u —% —1 —4 ~1
—3A+p -3 1 -1 1
Lo = I AMp€eRy=R-| 0 |+R-| 1 | =R 0 l+R-] 1
1 1
—3A -3 0 -1 0
A 1 0 3 0



b) Esist 2, € R® genau dann eine Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems A-z = b
fiir ein b € R*, wenn

1 1 0 12 (1] 4
2 1 1 0 3 11
b=Am=1y 2 911 _31 -5
-1 2 =3 2 0/ |7, ~12

gilt; fiir die Losungsmenge L von A - x = b ergibt sich dann gemifl 4.14

1 -1 —4
0 1 -1
L=xy+Lo=|3 |+R-| 1 |+R-] 0
-1 0 -1
2 0 3

e Die Teilmenge
U:{xE]R4|a:1+x2—:z4:0 und xg—:rg—x4:0}§R4

ist als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A; - x = b mit

(1 1 0 -1 94 (0 9
A1—<0 1 1 _1>€R und b—<0> R

gemiB 4.13 b) ein Untervektorraum von R*.
Ferner ist auch die Teilmenge

W:{x€R4|x1+x2+x3+x4:O und x1+2x3+2x420}

als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ay - © = b mit

(/1 1 11 2x4 (0 9
A2—<1 0 2 2>6R und b—<0> R

gemiB 4.13 b) ein Untervektorraum von R*.

e Fiir einen Vektor z € R* gilt:

reUNW <= xe€U und ze€W

r1 + X9 — g = 0

— o — x3 — x4 = 0

1 + 2 + x3 + x4 = 0

T + 23 + 224 = 0

Wir 16sen dieses homogene LGS; die Losungsmenge ist U N W. Wegen
11 0 1[0\, /1
01 -1 —-1/|0 H};I 0
1 1 1 1 0 0
10 2 2 0 0 -1

11 0 —-1]0 0

Ivrivn 01 -1 —-11]0 IV;\VIII 0

00 1 2 0 0

00 1 2 0 0




ergibt sich durch Auflésen von unten nach oben mit x4 = A als freie Variable

22 2
) -1
vnw =3 | per=r-| 7,
A 1

Seien U:=R- ((1)> und W :=R- (?)

Dann sind U, W C R? Untervektorrdaume, aber U U W C R? ist kein UVR, denn in 4.8
(UVR-Kriterium) ist ii) nicht erfiillt: Es ist ndmlich

)@ evom e () ()= (evom

‘Y= IstUCW, soist UUW=WcV UVR. /
Iss WcU, soist UUW=UcV UVR.

‘=" Sei UUW C V ein UVR.

Annahme: Es gilt nicht U C W und auch nicht W C U.
Damit gibt es also v € U mit uw ¢ W und w € W mit w ¢ U. Dann ist wegen u,w € U U W
und weil U UW ein UVR, nach dem UVR-Kriterium 4.8

u+weUUW.

Also u4+w=wu; €U oder u+w=w; € W.
Im Fall u +w =wuq € U ist w =wuy; —u € U, ein Widerspruch!
ImFall u +w=wy € W ist u=w; —w € W, ein Widerspruch!

Also ist die Annahme falsch, es muf3 also U C W oder W C U gelten.



