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1. a) zuU:
Es ist U = (uy,u2,us3). Wir untersuchen up, us, us auf lineare Unabhingigkeit, bilden dazu
die Matrix
A= (u1 (%) 'LL3) € R4X3

und bringen diese auf Zeilenstufenform (wir 16sen damit das homogene lineare Gleichungssy-
stem A -z =0). Es ist

1 -1 1 1 —1 1\ v-im /1 -1 1
A 0 2 2 LT 0 2 2 HI;éH 0|2 2
1 0 2 0 1 1 0 0 O
0 1 1 0 1 1 0 0 0

Damit ist us € (u1,us), also U = (uy,u2,u3) = (u1,uz2), und ui,us linear unabhéngig. Also
ist u1, us eine Basis von U und dimU = 2.

zu W
Esist W ={r€R*| B -2 =0} mit

0 1 -1 7
B_<1 -1 0 —4)’

also ist W die Losungsmenge des homogenen LGS B - x = 0. Es ist

0 1 -1 7 [0\not/l -1 0 —4]0
(B‘O)_<1 1 0 —4’())”(0 1 -1 7'0)’

also haben wir x4 = A und x3 = p frei, und damit ist

2u — 10X 2 —10
W = p—TA ‘)\,MGR}:]R 1 +R- _07
A 0 1
da die Vektoren
2 —10
|1 I
W=l w2= 0
0 1

linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von W und es ist also dim W = 2.



b) Ein Vektor z € R* liegt genau dann im Durchschnitt U/ N W, wenn er sowohl Linearkombina-
tion von w1, us als auch Linearkombination von wi, wy ist. Also

zeUNW < I, Ao, 1, 02 ERmit A -up +Ao-ug =2 = p1 - wy + po - wo
< A, Ao, 1, 2 € Rmit  Ajuy + Aous + /J1(—U)1) + ,MQ(—QUQ) =0
und x = A\jug + Aoug = piwi + paws

Wir 16sen also das homogene LGS, gegeben durch

1 -1 -2 101|0 1 -1 -2 10 |0 1 -1 -2 10 |0
0 2 0 7 10l m-110 2 0 7 |0 1esv |0 1 0 -110
N %

1 0 -1 0|0 0 1 1 —-101|0 0 1 1 -1010
0 1 0 —-110 0 1 0O -110 0 2 0 7 10

IV oI 1 -1 -2 101|0 0
IIRH 0 1 0 —-110 0
0 0 1 910 0
0O 0 -1 9]0 0

Man erhéilt durch Auflésen von unten her

pe =a €R frei

1 = 9«
)\2 =«
)\1 — 90é;
also ist die allgemeine Losung
)\1 206"
A2 =\|Z mit o € R.
H1 gler
K2 «

Damit ist

reUNW <= z = A\up+ \uz = 9au; + auy = a(9uy + ug)

8
= « 3 , a€R.
1
Es ist demnach
8
2
Unw=R- NE
1

also dim(U N W) = 1 und ist eine Basis von U N W.

= O N



© N

Nach b) ist v := eine Basis von UNW. Wir ergénzen v mit u; zu einer Basis v, u; von

1
U (esist dimU = 2 und v, uy l.u.), und mit wy zu einer Basis v, w; von W (es ist dim W = 2
und v, w; l.u.). Nach (5.20) ist dann

v, U1, w1,  also

— O N o
O = O =
O~ =N

eine Basis von U + W.

Fiir V = R® und Untervektorrdume W; und W5 von V der Dimensionen dim W; = 3 und
dim Wy = 3 gilt wegen W7 N Wy C Wi zum einen

dim (W1 NWs) < dimW; =3
sowie wegen Wi + Wy C V zum anderen

dim (W; + Ws) < dimV =5,
so daf} sich unter Verwendung der Dimensionsformel dann

dim (W1 N W3) = dim Wi + dim Wy —dim (W) + W) >34+3—-5=1
—— Y —- (—
=3 =3 <5

ergibt. Zusammenfassend erhalten wir also
dim (Wl N WQ) S {1, 2, 3}

und haben diese drei moglichen Werte noch (mit V = R?) zu belegen:
o Fiir Wi = (e, ea,e3) und Wy = (es, eq,e5) ist W1 N Wa = (es), also dim (W N Wa) = 1.
o Fiir Wy = (e, e9,e3) und Wo = (e9, €3, e4) ist WiNW, = (e, e3), also dim (W N W) = 2.

o Fiir Wy = (e1,e9,e3) und Wy = (ey, eq,e3) ist W1 N Wy = (e1,e2,€e3), also haben wir
dim (W1 N WQ) =3.

Wir bestimmen dim U und untersuchen dazu
pp = 1+g;+:1;2, P2 :::1:+a:2+x3, p3 = 22+ 2%+ 2t

auf lineare Unabhéingigkeit.
Seien dazu A1, A2, A3 € R mit A\ip1 + Aopa + Azp3 = 0.

=M+ +ra®)+Fh(z+2? +2®) + A3 (2 a2 +at) =0
Al M)+ M F A+ A3) 2P+ Mo+ Ag) 2P +a3-2t =0

Al =
12,22 23 2% Lu. )\1 + >\2 -
TS A1+ A+ A3 = <= M =X =A3=0.

Ao 4+ A3 =
Ay =

O O O O O



Also sind pq, p2, p3 linear unabhingig, und wegen U = (p1, p2,p3) eine Basis von U, also ist
dimU = 3.
Ist nun ein UVR W C V ein Komplement von U in V, so gilt nach 5.24 b)

dimU +dimW =dimV = b.

Mit dim U = 3 ist also dim W = 2.
Der Beweis von 5.25 a) zeigt, wie wir ein Komplement W bekommen kénnen: Wir ergéizen
p1, P2, p3 durch geeignete p4, ps € V' zu einer Basis

P1,D2,P3,P4,p5 von V,

und setzen W := (py, ps).
Wir koénnen ps und ps nach 5.14 aus der Basis 1, z, 2, 23, 2* wihlen und probieren es mit 23
und z*. Wir miissen dann zeigen, dafl

p1,p2,p3, 2%, 2t Lu. .
Seien da'zu )\17 )\27 >\37 l47 l5 S R mit )\1]71 + )\2p2 —+ )\3])3 + )\4[1;‘3 + A5x4 — O

ATtz +h- (+22+23) + A3 (@2 + 23 +2%) + M2 + A5zt =0
<:>)\1-1+()\1+/\2)a:+(>\1+/\2+)\3)-x2+()\2+>\3+/\4)~x3+()\3+)\5)-x4:0

Al =0

1x,22,23 2% Lu. )\1 + >\2 =0
= A+ X+ A3 =0
X+ A3+ Mg = 0

A3+ Az = 0

< M =X=A3=X1= X5 =0.

Also sind p1, p2, p3, 22, z* linear unabhéngig.

Das ist einfach die Dimensionsformel: Es ist

Voraussetzung ..
= dim(

dim(UNW) +dim(U + W) = dim(U) 4 dim(W) V).

“3) = i1)“: Nach der Definition 5.23 ist nur zu zeigen, dal U N W = {0}. Nach a) ist

dim(UNW) L dimV — dim(U + W) 2 dimV — dim V = 0,

also UNW ={0}.
“4i) = 1i1)“: Folgt sofort aus der Definition 5.23.
“3ii) = i)“: Wegen a) ist

dim(U + W) 2 dimV — dim(U N W) 2 dimV — 0 = dim V.
Wegen U+W C V folgt damit aus 5.16 b) (ineinanderliegende Vektorrdume gleicher endlicher

Dimension sind gleich), dafl
U+W=V.



4. Hier ein ausgefiilltes Formular:

Satz Es sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, dimV < oo, und U W C V
Untervektorraume mit U N W = {0} (aber U, W # {0}). Dann gilt

dim(U + W) = dim U + dim W (=dimU +dim W — dim(U N W)).

Beweis. Es sei

uy,...,u, eine Basis von U,
wi,...,Ws eine Basis von W.
Behauptung: Dann ist uq,...,u,,wq,...,ws eine Basis von U + W.

(Warum geniigt es, diese Behauptung zu beweisen?)

FErzeugendensystem: Es gilt

U—i—Wz<u1,...,uT>+<w1,...,ws>

:<u1,...,u,~,w1,---,ws>a

also erzeugen die Vektoren den Untervektorraum U + W.

Lineare Unabhdngigkeit: Es seien pi, ..., ty, 71,...,7s € R mit
piug + . ety + w4 ..+ Tsws = 0. (%)
Zu zeigen ist p =..=ply =7 =...=75 =0.

Aus (x) folgt
Hiul + ..o+ fply = —THW1 — .. —TsWs.

Die linke Seite dieser Gleichung liegt im Untervektorraum U, die rechte im Untervektorraum W.
Der gemeinsame Wert (beide Seiten sind ja gleich!) liegt also im Untervektorraum U N W = {0}.

Also gilt p1u1 + ...+ prur =0 und ebenso —mywi — ... — 7w, = 0.
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von uy, ..., u, folgt daraus p; = ... = p, = 0. Ebenso
folgt aber 71 = ... =7, =0, und damit ist die lineare Unabhingigkeit von ui,..., Uy, w1,...,ws

bewiesen.



