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Um zu sehen, ob vy, va,v3,v4 € R? linear unabhiingig sind, stellen wir die Vektoren zu einer
Matrix
Aa = (’Ul Vg U3 U4) S R5X4

zusammen und bringen diese auf Zeilenstufenform (wir 16sen damit das homogene lineare
Gleichungssystem A - x = 0). Es ist

1 1 1 1 11 1 1 11 1 1
—11o0 2{v-rfo2 1 302 3

A, =0 o o ol A loo o o ~ oo o o
0 1 -10 01 -1 0 oo -3 -3
1 1 a 0 00 a—1 —1 00 a—1 —1
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02 1 3 02 1 3 02 1 3

2.1v V +(a—1) III

Sloo o o™V oo -1 —1|VTR"™o 0 -1 1
00 -1 -1 00 0 0 00 0 0
00 a—1 -1 00 a—1 —1 00 0 —a
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00 0 —a
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Damit sehen wir:
Fiir a # 0 hat die ZSF lauter einfache Stufenbreiten (und die Treppe beginnt ganz links oben),
also sind vy, v9,v3, v4 linear unabhéngig, bilden also eine Basis von U,. Es ist also

dim U, = 4.

Fiir a = 0 hat die ZSF eine breitere Stufe; es ist dann vy € (v1, v2,v3), also Uy = (v1, v, v3);
ferner sind v1,v9, v3 linear unabhéngig, bilden also eine Basis von Up. Es ist also

dim Uy = 3.



b) Fiir a = 0 sind die Vektoren vy, vy, v3 gemifl a) linear unabhiingig und kénnen nach dem
Basiserginzungssatz durch zwei Vektoren zu einer Basis von R® ergéinzt werden. Gemif 5.14
konnen wir dazu zwei Vektoren der Standardbasis wéahlen. Wir versuchen es mit es und es.
Um zu zeigen, da8 die 5 Vektoren vy, v2, v3, €3, €5 eine Basis von R bilden, stellen wir sie zu
einer Matrix

B = (’Ul Vg V3 €3 65) S R5X5

zusammen und berechnen die Determinante: Es ist

1 1 1 00
-1 1 2 00 Lol _11 i ; 8 Lol 1 11
detB=[0 0 0 1 0] "= (—1)>.1. RO ()31 1 2
5. Spalte 0 0 0 1|4 Spalte
0 1 0 00 0 10 0 0 1 0
1 1.0 01

S (1) (—1-2) =340
Damit ist B invertierbar, also bilden ihre Spalten vq, v, v3, €3, e5 eine Basis von R,

2. ohne 5.4; direktes Rechnen in V
Esist U = (uq, ug, us), und damit bilden wuy, us, us ein Erzeugendensystem von U. Wir untersuchen,
ob w1, u2,us linear unabhéngig.
Seien dazu A1, Ao, Az € R mit Ajuy + Agug + Azug = 0. Dann ist

Atu1 + Agua + Azug =0
= A (v v2)+ A (va+v3)+ A3 (v3+v4) =0
< A1+ (A1 + A2)ve + (A2 + A3)vs + A3vg =0

A\ =0 1 00 \ 0

v1,V2,v3,v4 L. A+ Ay + = 1 1 0 ! . 0
= Ay + Ag = 0 1o 1 1 iz =1o
A3 = 0 00 1 3 0

Dieses homogene LGS hat nur die Losung Ay = Ao = A3 = 0, also sind u1, ue, uz linear unabhéngig,
und damit auch eine Basis von U, also dim U = 3.

Es ist W = (w1, ws), und damit bilden w;, ws ein Erzeugendensystem von W. Wir untersuchen,
ob w1, wo linear unabhéingig.
Seien dazu A1, Ao € R mit \jwy + Aowg = 0. Dann ist

AMwi + Aswg =0
<:>)\1-(v1—v2)+)\2-(v2—v3):0
<:>)\11)1+(—>\1+)\2)02+(—>\2)U3:0
v1,v9,v3 L.u )\1 =0 A 0
VL N 4+ A = 0 — -1 1 -<1>:o
—X = 0 1 0

Dieses homogene LGS hat nur die Losung Ay = A9 = 0, also sind wy, ws linear unabhéngig, und
damit auch eine Basis von W, also dim W = 2.

Wir bestimmen nun U N W:
Ein Vektor v € V liegt genau dann im Durchschnitt U N W, wenn er sowohl Linearkombination



von ui, Uz, u3 als auch Linearkombination von wi, ws ist. Also
veUNW <<= JA1, A, A3, 1, 2 € Rmit Ay -ug + Ao - uo + Asus = v = pg - wy + g - wo

<= I, A2, A3, 1, 2 € Rmit Ajug + Aoug + Asug + pr (—wy) + pe(—w2) =0
und v = A\uy + Agug + Azuz = piwy + pows

Nun ist
Aug + Agug + Agus + i (—wi) + po(—wa) =0

<:>)\1(7)1+U2)+)\2-(U2+U3)+/\3-(U3+U4)+M1~('UQ—’U1)+M2~(U3—’UQ)=0
’U1+()\1+)\2+,u1 MQ)-’1}2—1-()\1+>\3+u2)~’l)3+/\3-v4:0

A - =0
v1,v2,V3,V4 Lu. A1+ e + w1 — p2 = 0
<
A2+ A3 + p2 = 0
A3 =0
100 -1 0 il 0
|t 1ro 1 1 oo
011 0 1 317 o
001 0 0 m 0
12

Die Losung dieses homogenen LGS erhalten wir nach elementaren Zeilenumformungen. Wegen

100 -1 010 1 00 -1 010 1 00 -1 010
110 1 —-1{0}u-r1fo0 1 0 2 —-1(0)mi—uf|{O0 1 O 2 -—-11|0
011 0 1]of] o110 1]o] 7 foo1 -2 210
001 0 010 0 01 O 0 0O 01 0 010
10 0
IVF—\vHIOl 0
0 0 0
0 0 0

.....

erhilt man durch Auflosen von unten her

e =a € R frei

H1 =«
A3 =0
/\2 = —
Al = Q;
also ist die allgemeine Losung
/\1 (6
)\2 —Q
M|l =10 mit o € R.
M1 «
M2 «Q

Damit ist

velUNW <«— v:ulwl—l—ung:awl—l—an:a(wl—i-wg):a(vl—vg—i-vg—vg)
= a(vy —v3), a€elR



Es ist demnach
UNW =R-(v; —vs).
Da v; —v3 # 0 (weil v, v3 Lu.), ist dim(U N W) = 1 und v; — v3 eine Basis von U N W.

mit 5.4; Rechnen in R4

Wir betrachten die Koordinatenabblidung bzgl. der Basis vy, vo, vs, v4 von V'

A1
p:V — RY, p(v) = i; mit v = Ajv1 + Agvg + A3v3 + Mgy

A4

[Damit verlagern wir das ganze Problem in den R?, betrachten also
p(ur), p(uz), p(us), p(wr), p(wz) € RY  statt w1, ug,uz, w1, wg €V,

p(U) = (p(u1),p(us), p(uz)) CR*  statt U = (uy,ug,uz) C V,

p(W) = (p(wy),p(wz)) CR*  statt W = (wy,ws) C V, und

pUNW)=pU)Nnp(W)CR* statt UNW CV.]

Es ist
1 0 0 1 0
1 1 0 . -1 1
pu1) = ol p(ug) = 1] plus) = 1 sowie  p(wy) = o |’ p(wz2) = -1

0 0 1 0 0

Um zu sehen, ob p(u1),p(uz),p(us) € R* linear unabhiingig sind, stellen wir die Vektoren zu einer
Matrix

A = (p(ur) p(us) plus)) € R

zusammen und bringen diese auf Zeilenstufenform (wir 16sen damit das homogene lineare Glei-
chungssystem A - x = 0; dieses ist iibrigens identisch mit dem von oben!). Es ist

1 00 1 00 1 00 1 00
A 1 10 II{:VI 010 IIIK?VH 010 IV;\VIII 010
0 1 1 0 1 1 0 01 0 01
0 0 1 0 01 0 0 1 0 0 0

Damit sind die Spalten p(u1), p(uz2), p(uz) linear unabhiingig. Folglich sind nach 5.4 auch die
Vektoren wui, wug, us linear unabhingig und damit eine Basis des Unterraums U = (u1,usg,us);
somit ist dim(U) = 3.

Offensichtlich sind p(w;), p(ws) linear unabhéngig; folglich sind nach 5.4 auch die Vektoren wy, wo
linear unabhéngig und damit eine Basis des Unterraums W = (w;, w2), so daf dim(W) = 2.

Wir bestimmen nun p(U) N p(W):
Ein Vektor z € R* liegt genau dann im Durchschnitt p(U) N p(W), wenn er sowohl Linearkombi-
nation von p(u1),p(uz2),p(us) als auch Linearkombination von p(w;), p(wz) ist. Also
S p(U) ﬂp(W) <= A, Ao, Az, 1, o € R mit
A p(ur) + g - p(uz) + Asp(us) = & = py - p(wr) + p2 - p(ws)
< 3 )\17 A27 )\37 1, H2 € R mit
Ap(ur) + Aop(uz) + Asp(us) + pa (—p(w1)) + p2(—p(ws)) = 0
und  z = Ay - p(ur) + Az - p(uz) + Az - p(us) = pn - p(wr) + pa - p(ws)



Wir miissen also das homogene LGS

100 -1 0 ;1 0

110 1 -1 oo

011 0 1 351 |o

001 0 0 H 0
12

16sen. Dieses LGS ist identisch mit dem von oben, also ist die Losung

A1 «
)\2 —
X3|=120 mit o € R.
M1 (e}
12 (6]
Damit ist
1
-1 1
zepU)NpW) <= z=pmpw)+pep(we) =a | | +al|
0 0
1
=« _01 , a€R
0
Es ist demnach
1
0
p(U W) =p) npw) =k | ©,
0
1
Damit ist dimp(UNW) =1 und _01 eine Basis von p(U N W), also ist nach 5.4 auch
0
dim(UNW) =1 und
1
o
P 1 = 1vy + 0vy — 1vg + Ovg = v1 — v3
0
eine Basis von U N W.
3. a) Sei U := (b1,ba,b3) C V der von den drei (nicht notwendigerweise linear unabhéngigen)

Vektoren by, by, b3 aufgespannte Unterraum des reellen Vektorraums V. Damit ist U = {0}
der Nullraum, oder es 1d3t sich nach dem Basisauswahlsatz aus dem Erzeugendensystem b,
ba, b3 von U eine Basis von U auswihlen; auf jeden Fall gilt aber

d :=dim(U) < 3.



Da nach 5.6 b) nun héchstens d Vektoren aus U linear unabhiingig sein kénnen, sind die vier
Vektoren
vy = by + by + b3, vg = by + 2by + 3 b3,

v3 = 2by + 3by + b3 und vg = 3b1 + by + 2 b3,

die als Linearkombinationen von by, ba, b3 in U liegen, sicher linear abhéingig.

mit 5.4; Rechnen in R3

Sei p die Koordinatenabblidung bzgl. der Basis b1, by, b3 von U

A
p:U — R p)= [\ mit v = Aby 4+ Aoby + A3bs.
A3
Damit ist
1 1 2
plr)= 1], plva)= (2], pvz)=1{3
1 3 1
Nach 5.4 ist

v1,v2,v3 €V linear unabhingigc <= p(v1),p(ve),p(v3) € R®  linear unabhingig.

1 1 2
Zur Uberpriifung der linearen Unabhingigkeit von | 1 |, | 2], [ 3 | stellen wir diese zu einer
1 3 1

Matrix

c R3X3

— W N

11
A= (p(v1), p(v2), p(v3)) = |1 2
1 3

zusammen. Fir diese gilt
1 1 2
detA=|1 2 3% (24+346)—(A4+9+1)=—-3£0;
1 31
damit sind die Koordinatenvektoren p(vy), p(vs), p(v3) € R3 und folglich auch die Vektoren

v1, U2, v3 € V linear unabhéngig.

ohne 5.4; Rechnen in V

Alternativ 148t sich die lineare Unabhingigkeit der Vektoren vy, vo, v3 € V auch gemifl der
Definition, also ohne Riickgriff auf die Koordinatenvektoren p(v;), p(v2), p(vs) € R3 zeigen:
Seien dazu A1, Ao, A3 € R mit Ajv1 + Agvo + Agvg = 0. Dann ist

A1v1 + Aqv2 + Azvz =0
<:>)\1'(b1+bz+b3)—|—)\2'(b1—|—2b2+3b3)+)\3'(2b1—|—352—|—b3):0
<:>()\1+)\2+2)\3)-b1+()\1+2)\2+3)\3)'b2+(/\1—|—3)\2+)\3)~b3:0

b b b 1 A+ A 4+ 2X3 = 0 1 1 2 A 0
VEEME LN 4+ 2 4+ 3A3 = 0 — (1 2 3] | x]|=]0
A+ 33X + A3 = 0 1 3 1 A3 0

Die Koeffizientenmatrix dieses LGS ist identisch mit der Matrix A von oben. Da diese inver-
tierbar ist, hat unser homogenes LGS nur die triviale Losung A\; = Ay = A3 = 0, also sind
v1, U2, v3 linear unabhéngig.



4. Die Vektoren pi(x),p2(x) sind linear unabhiingig, da p;(z) kein Vielfaches von po(x) ist, und
auch nicht umgekehrt, wie man sofort sieht! Also lassen sie sich nach dem Basisergdnzungssatz
5.7c) mit 2 geeigneten Vektoren zu einer Basis von Pol3(R) ergénzen. Gemifl 5.14 kénnen wir
hierbei zwei Vektoren aus der Basis 1, z, 2%, 23 von Pol3(R) verwenden. Wir kénnten zwei passende
durch Ausprobieren herausfinden, wollen hier aber den umgekehrten Weg gehen, und in der Basis
1,2, 22, 2% von Pol3(R) sukzessive zwei Vektoren durch p;(z) und ps(z) ersetzen:

Wir stellen pi(z) als Linearkombination der Basis 1, 2,22, 23 von Pol3(R) dar. Es ist
pi(r)=_2 1+0-z+1-22+1-2°
£0

Da (z.B.) der Koeffizient bei 1, ndmlich 2, ungleich 0 ist, kénnen wir nach 5.13 in der Basis
1,x,2% 23 die 1 durch p; () ersetzen, und erhalten wieder eine Basis von Pol3(R), nimlich

pl(a:),x,a:2,x3.

Wir stellen nun po(z) als Linearkombination dieser neuen Basis pi(z),r, 2%, 2% von Pol3(R) dar.
Der Ansatz

p2(x) = Aip1(z) + Aoz + Asz? + My

=M(2+ 2% +2%) + Ao w + A\g2® + \ga2®
=21 + Aoz + (A1 + Ag)2? + (A1 + M)

liefert durch Koeffizientenvergleich
AM=1, da=1, A\3=-3, \y=0,
also
po(z)=1-pi(x)+1 -2+ (=3)-22+0- 25
——
£0

Da (z.B.) der Koeffizient bei 22, ndmlich —3, ungleich 0 ist, kénnen wir nach 5.13 in der Basis
p1(z), z,22, 2% das 22 durch py(7) ersetzen, und erhalten wieder eine Basis von Pol3(R), namlich

pl(x)v zap2(qj)7$3'

Andersherum betrachtet, haben wir damit die linear unabhéngigen Vektoren p;(x), p2(x) durch x
und 3 zu einer Basis von Pol3(R) erginzt (natiirlich sind auch andere Losungen moglich).



