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1. a) Seien Aj, A2 € R. Dann gilt

AL p1L+ A2 p2 =p3
AT+ X+ X2 X+ A (A4+2X +£3X2 44X =1 - X +7X3
= Ao+ 40)1+ (A +200)X + (A +3A) X2+ (A +4X) X2 =1 - X +0X2 +7X°

A1+ 4 = 1 1 4 1
PN A1+ 2x = -1 PN 1 2 _()\1): -1
A+ 3 = 0 1 3 A9 0
M+ 4N = 7 -1 4 7

Wir haben also ein inhomogenes LGS zu 16sen: Es ist

14| 1\ /1 4| 1 vian \1_\i 1

L2 -1 o1 | 0 =2 -2 IH;é o |=2| =2

1 3 0 0 -1 -1 0 0 0
-1 4 7 0 8 8 0 O 0

Dieses LGS ist l6sbar mit Ay = 1, A\ = —3, also ist
—3p1 + 1p2 = p3

und damit ist
<p17p27p3> = <p13p2>a
denn:
,D%  Kklar!
,C“  klar, wegen p1 € (p1,p2) /

p2 € (p1,p2)
p3 = —3p1+1p2 € (p1,p2)

b) Ein Vektor p € Polz(R) liegt genau dann im Durchschnitt U N W der beiden Untervek-
torrdume U = (p1,p2) und W = (q1,q2), wenn er sowohl Linearkombination von pi, po als
auch Linearkombination von ¢i, ¢ ist. Also

peUNW < I, A, pu1,pp2 €ERmit ANy -pr+Ade-ppo=v=p1 -q+p2- q
> I, Ao, 1, p2 € Rmit Aipy + Aopo + pi(—q1) + p2(—q2) =0
mit p = Ap1 + Aop2 = p1q1 + p2go



Wir haben damit die Gleichung fiir A1, Ao, p1, o

M+ X+ X2 - X3+ (442X +3X? +4X°)
+ (1= X = X2+ 2X%) + pp(—1 - X —2X? —4X%) =0
= M +HAh+pr —p2) T+ (M +20 — g —p2) - X
+ (A1 4 3Xo — 1 —2u9) - X2+ (=g + 4\ + 21 —4po) - X2 =0

A1+ 4d + o — p2 = 0

1,X,X2 X31u. A+ 2 — o — pe = 0
=

A1+ 33X + pur — 2ue = 0

A+ 4h 4+ 2 — 4pe = 0

4 1 -1 A
2 -1 -1 A2
3 -1 2| |m
-1 4 2 —4 Lo

—_ =
o O O O

Wir 16sen dieses lineare Gleichungssystem. Wegen

14 1 1|0\ i/t 4 1 -1]0

1 2 -1 —-1]0 IIK:VI 0 -2 -2 010

1 3 -1 =210 0 -1 -2 =110

-1 4 2 —410 0 8 3 —5[0
w4 (1 4 1 —-1|0
m+30 (0 -2 -2 0 [0
™ lo o -1 -1]0
0 0 -5 —5]|0

erhalt man durch Auflosen von unten her

e =a € R frei

p = —a
)\2204
Mtda—a—a=0 = A\ = 2q;

also mit « € R

peUNW <= p=wmq + p2q = —aq +aq
— p=al-q+¢)=a@2+X2+6X3).

Es ist demnach
UNW=R-(2+X%?+6X3),

weswegen etwa der Vektor p = 2 + X2 + 6X?3 gewihlt werden kann.

Nach 5.2b) hat jede Basis von R™ die Linge n, besteht also aus genau n Vektoren. Damit
konnen die n — 1 Vektoren

e1+ex —e3, ea+e3—e4, €3+€4—¢€5, ..., ep_1+ €, —€]

keine Basis von R" sein.



Gemif 5.2¢) ist zu iiberpriifen, ob die Matrix

Ai=(e1 e1+ex erteates erteates+es)= e R

SO O =
OO ==
O = =
— ==

invertierbar ist. A ist eine obere Dreiecksmatrix, also ist
detA=1-1-1-1=1#0.

Damit ist A invertierbar und die 4 angegebenen Vektoren also eine Basis von R*.

GeméB 5.2 der Vorlesung sind n Vektoren im R™ (beidemale ist die Zahl n, das ist wesentlich!)
genau dann linear unabhéingig, wenn die aus ihnen gebildete quadratische Matrix invertierbar
ist. Wir miissen also nur die Determinante der Matrix

A= (1)1 V9 1)3) S RSXS

berechnen und sehen, fiir welche ¢ € R diese # 0 ist. Es ist

det A =

— =
W N =

1
3|=2t+3+3-2-9—t=t—-5=0«<=t=05,
t

also sind die drei Vektoren genau dann linear unabhéngig, wenn ¢ # 5 ist.

Fiir t = 4 sind nach a) die drei Vektoren v1,v2,v3 € R3 Lu., also gemiB 5.2 eine Basis von

b1
R3. Fiir b= | by | € R3 ist
b3
1 1 1|h IIIII—II 1 11 b1 - 1 1 1 b1
(Alb)=1|1 2 3|ba|] ~ [0 1 2|bg—b1 ] ~ |01 2 by — by
1 3 4]b; 0 2 3|b3—0b; 0 0 |=1|bg—2by+by
Fiir b = ¢; haben wir damit:
1 1 1 1
0 1 2 |—1], alsoalsLosung des LGS Ax =e; dann: x3=—-1,20=1,21 = 1.
00 —1|1
Damit ist
€1 = V1 + V2 — U3,
also sind 1,1, -1 die Koordinaten
und w1, vy , —U3 die Komponenten von e; bzgl. der Basis vy, v2, v3 von R3.
Fiir b = es haben wir:
11 110
01 2 1 |, alsoals Losung des LGS Az = ey dann: a3=2,29 = —3,21 = 1.
00 —1|-2
Damit ist

es = v; — 3v2 + 203,



also sind 1, =3, 2 die Koordinaten
und vy, —3vy , 2us die Komponenten von ey bzgl. der Basis vy, v2, v3 von R3.

Fiir b = e3 haben wir:

1 1 110
0 1 2 (0], alsoalsLosung des LGS Ax =e3 dann: x3=—1,290=2,21 = —1.
00 1

-1
Damit ist
e3 = —v1 + 2v2 — 3,
also sind -1, 2, -1 die Koordinaten
und —vy, 2v9 , —U3 die Komponenten von e3 bzgl. der Basis vy, v2, v3 von R3.
by
Fiir b= | by | € R3 ist
b3
be (vi,v,v3) <= das LGS A-z =10 ist losbar.
Mit ¢t = 5 ist dann
1 1 1|b IIIII—II 1 11 b1 - 1 11 b1
(Alb)=1(1 2 3|ba| ~ [0 1 2|by—1t ~ 01 2| bg —b1
1 3 5]b3 0 2 4|bs—b 0 0 O0|b3—2by+b
Also ist

<U17’U27’U3> = {b S Rg | b3 — 2b2 —+ bl = 0}
Ferner hat wegen

I -1
II—-1

11 1]0 Lo1otjoy oo
(Al0)=|[1 2 3|0 ~ [0 1 2]|0] "~
13 5|0 02 40

das homogene LGS A - z = 0 die Lésungsmenge

A
ng{ _9\ (AeR}.
A

Avp—2X v+ A-v3=0 mit A € R,

also sind

alle Darstellungen des Nullvektors als Linearkombination von vy, va, vs.

Sei
A1
¢:R" — V., qf | = v+ 4+ Aon.
An



)

Dann ist

(gop)(v) = q(p(v)) =v firalle veV
A1 A1 A A\
(poq)| : | =pla| : |)=1": fiir alle . | eR”
An An An An

Also ist p bijektiv mit Umkehrabbildung p~! = ¢.
Seien u,v € V mit v = Avy + ... + \pv, und u = p1v1 + ... + Unvn, also
w+v= (1 +A)v1 + oo + (fn + M) Vs

Dann ist
m1+ A i A1

plu+v)= : = |+ |=p@+p). V
M+ An Hn An

Seien v € V,A € R mit v = A\v1 + ... + A\yvp, also
Av= ()\)\1)1}1 + ...+ (/\)\n)vn

Dann ist
A1 A1

° “:>“Z
Sei v = pywy + ... + prw,. Dann ist nach b)

p(v) = p(pwi + ... + prwy) = pip(wr) + ... + prp(wy).

L(;L(:
Sei p(v) = pip(wi) + ... + rp(w,). Dann ist nach b)

p(v) = plpaws + ... + prwy),
woraus, weil p nach a) injektiv ist, folgt

V= Wy F o+ pwe

° “:“:
Sei  pip(wy) + ... + prp(wy) =0 € R (zz.ist: g =...=p, =0)
b)
= p(pwi + ... + prwy) = 0= p(0y)
a
piwy + ... + prw, = 0y
w1,..$l.u. = = iy = 0 \/
“:“:
Sei  prwy+ ...+ prw, =0y €V (z.z.ist:  p1 = ...=p, =0)

= p(pwi + ... + prw,) = p(Oy)

b
2 ap(wn) + . + pep(wy) = p(0y) =0

p(wl)»--g;”’") Lu. 1 =...=pyr =0 \/



PY “2“:
Sei € R™. Weil p nach a) surjektiv ist, gibt es v € V mit z = p(v)
(W1 yee;wp )=V . .
— piwy + ... + prw, = v fir pr, ..., gy € R geeignet
= p(ﬂlwl + ...+ ,Urw'r) = p(U)

Lo p(wr) + e+ pep(w) = p(v) = o
— X C <p(w1)7 "'ap(wT»

Alsoist  (p(wi),...,p(w,)) = R™.
“i“:
Sei v € V. Dann ist = := p(v) € R"
—;p(wy))y=R" .
plen)s plpr)) pip(wy) + ... + ppp(wy) = fir p, ..., 4y € R geeignet
b)
= p(wy + ... + prw,) = z = p(v)

% miwi + ... + ppwy = v
= ve (w,..,w)

Also ist  (wy,...,wy) = V.



