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-Bearbeitungsvorschlag-
1. Das erste LGS 148t sich durch die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix darstellen:

1 1 11
(Alb)=|5 -4 22
7 -5 43

Wir gehen nun nach dem Gaufischen Algorithmus vor, um ,von links nach rechts und von oben
nach unten“ die Matrix in Zeilenstufenform zu bringen:

1111 11 1 11 1
Alpy=5 422" [0 -9 3]-3|""[0o -9 —3]|-3
7 5 43 7 -5 4| 3 0 —12 -3 | -4
T A A
Aolo 3 o1l | "R o3 11| =@
0 —12 -3 | -4 0010

Die Matrix A’ hat Zeilenstufenform. [Das Ausdividieren gemeinsamer Faktoren innerhalb einer
Zeile, wie wir es im dritten Schritt (Multiplikation der II-ten Zeile mit —1/3) gemacht haben, ist
nicht notwendig, aber empfehlenswert, um fehlertréchtiges Bruchrechnen zu vermeiden!]

Wir 16sen ,,von unten her*:

les=0 = x3=0 (letzte Zeile der Matrix)
1

3ra+0=1= 1x9= 3 (zweite Zeile der Matrix)
1 2

lay + 3 +0=1= =z = 3 (erste Zeile der Matrix).

Damit ist die Losungsmenge

2
3
_ 1
L=11s3
0

Das zweite LGS liefert die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 111
4 516
0

-3 -3

U = W



Wir werfen wieder den Gaufischen Algorithmus an, wobei wir in der Notation einige EZUs zusam-
menfassen:

IV -51

1 1 1)1 I a1 1 1 1 1 IV 481 1 1 1 1
3 4 516 Hr—\vsl 0 1 2 3 IHP_L\ZH 01 2 3
4 -3 -2 11 0 -7 —6| -3 0 0 8118
5 =3 =310 0 -8 —8| -5 00 81|19
1 11 1
wv-uar | 0 1 2 3|
~ oo slis [TAIY)
0 0O 1

Die Matrix A’ besitzt Zeilenstufenform. An (A’ | b') erkennt man, da§ das LGS keine Losung besitzt:
Denn die letzte Zeile der erweiterten Koeffizientenmatrix liefert die Gleichung 0x1 + 0z + 0x3 = 1,
die nicht losbar ist. (Generell besitzt ein Gleichungssystem keine Losung, wenn die erweiterte
Koeffizientenmatrix eine Zeile der Form ( 00 ... 0 | * ) mit x # 0 enthélt.)

Es ist also

L=g.

. In beiden Fallen hilft der Gauflsche Algorithmus: Fiir die erste erweiterte Koeffizientenmatrix ergibt
sich

1 1 -2 —1|—2\W-41 /1 1 -2 —1] -2

Aly=_3 -2 4 7] 2a|""[o -5 10 10| 30

4 3 -6 —2| -2 0 -1 2 2| 6

g1 1 -2 12\ /11 -2 1] 2
Alo 1 -2 —2|-6 ~ 01 -2 —2|—6 |=(4"]V)

0 -1 2 2| 6 00 0 0| 0

Die Matrix A’ ist in Zeilenstufenform. Wir kénnten also das Umformen einstellen; noch einfacher
wird die Rechnung jedoch, wenn wir zuletzt noch die zweite Zeile von der ersten abziehen, um zur
Matrix

_ 10 0 1 4
~ 01 -2 -2| -6
00 0 O 0

zu gelangen (jetzt liegt, da auch die Pivots, also die Zahlen, die in den ,Stufenecken® stehen, gleich
1 sind, eine sog. reduzierte ZSF vor).

Die letzte Zeile liefert keinen Beitrag (sie entspricht der Gleichung 0z + 0z + 0z3 4+ 0z4 = 0, die
stets erfiillt ist). Die vorletzte Zeile besagt, dafi die Variablen x3 und x4, die ,zum hinteren Teil
einer breiteren Stufe“ gehoren, frei gewdhlt werden konnen, also x4 = A, £3 = u, und dann ist
To — 2x3 — 2x4 = —6, also x9 = 2\ + 2u — 6. Die erste Zeile schliefllich besagt x1 + x4 = 4, also
r1 =4 —x4 =4 — )\ Esist also

4— )
224+ 2u—6

W
A

L= ApeR



Fiir die zweite erweiterte Koeffizientenmatrix liefert der Gausche Algorithmus

L1 1|2\ py-h/1 1 1 1| 2
233 2[5 |m2r|0 1 1 0] 1
W=ty 32 1/a] ™ |01 2 3|4
741 3|6 0 -3 —6 —4| -8
Wt (o1 1 o 1 01 1 o 1
IIT+ 11 IV —31I1 . / /
“ oo -1 33| ™ oo -1 3| |TAI
00 -3 —4|-5 00 5| 4

Die Matrix A’ hat Zeilenstufenform, und wir kénnen die Lésung nun von unten nach oben ablesen:

by =4 = 14= E (letzte Zeile der Matrix)
4 123
—x3 — 35 =-3= 23=3-— =% (dritte Zeile der Matrix)
2
T9 + 5= l= x2= 5 (zweite Zeile der Matrix)
2 3 4 1 . .
r1+-+-+-=2= 1z =— (erste Zeile der Matrix)
5 b5 5 )
Insgesamt erhalten wir also
L=

Gl Gl G U=

3. Solche Aufgaben 16st man, indem man sich vom Auftreten der Parameter nicht weiter storen 146t
und sie durch das ganze Gauf3-Verfahren hindurch mitschleppt; am Ende kann man dann sehen,
inwieweit und wie die ZSF von den Parametern abhéngt.

a) Beginnen wir also:

2 1 011 III—21 2 1 0 1 2 1 011
(A|b) = 3 -1 6|5 II;§I 0 -25 63,5 2mH 0 — 12 | 7
- 4 3 =112 0 1 -1 0 0 1 —-110
0 5 2|t 0 5 2 t 0 5 21t
2 1 011 IV _511 2 1 0|1
11111 0 1 —-110 I +511 01 —-110
“ 1o 5 127 oo 7|7
0 5 21t 0 0 71t
2 1 0
w-mr | 0 1 -1 A
~ 9 0 . = (A"|V)
0 0 0| t—7

Die Matrix A’ hat ZSF, womit die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

1.Fall: t—T7+#0,also t#7

Hier besitzt das LGS keine Losung (dies liefert die letzte Zeile).

2.Fall: t—7=0,alsot=7



Hier ist L; # &, und wir erhalten von unten nach oben der Reihe nach z3 =1, 290 — 1 =0,
alsox —3 =1, und 2z; + 1 =1, also 221 = 0 und damit z; = 0.
Die Losungsmenge L; in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ lautet also

0
Li=92 firt#7, Ly = 1
1

b) Wir losen das LGS mit der erweiterten Koeffizientenmatrix durch den Gaufischen Algorith-

mus. Es ist
Mi+2i1
2 1 0 1 =21\, /2 1 0 1 —2| 1
(A|b) = 1 0 -1 -1 1]|p ~ 0o —3 -1 -3 2|81
-1 -1 -1 -2 alxy 0 -3 -1 -5 a—1|v+3
S 1 0 1 =2 1
~ 1y 23 2 B3 = (A"|V)
0 0 0 0 a-3|y+i-8+1

Die Matrix A’ liegt, egal welchen Wert « hat, in Zeilenstufenform vor; allerdings sieht die
,, Treppe“ unterschiedlich aus. Dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:

1.Fall: a#3
Hier hat die ,, Treppe“ von A’ 3 Stufen, reicht also bis zur letzten (untersten) Zeile. Damit ist

fir alle 3,y € R das LGS lésbar, also L g~ # 2.

2.Fall: a=3
Hier ist die letzte Zeile von A’ eine Nullzeile, die ,, Treppe“ hat also nur 2 Stufen. Das LGS
ist dann nur losbar, wenn in der 3. Zeile von (A’ | b') auch rechts eine 0 steht. Dies ist genau

dann der Fall, wenn vy — 5 +1=0, alsoy= 56— 1.
Insgesamt erhalten wir also
Lipy#92 <= a#3 V y=p3-1

4. Schreiben wir die gesuchte Zahl als x = ,abc* mit den Ziffern a, b, ¢, so gilt x = 100a + 10b + ¢,
und die die drei gegebenen Bedingungen lauten der Reihe nach:

a+b+c=18,
100b 4+ 10a + ¢ = x + 180 = 100a + 10b + ¢ + 180,
100a + 10¢ + b = = + 18 = 100a + 10b + ¢ + 18.

Bringt man die in den unteren beiden Gleichungen noch rechts stehenden Variablen a, b, ¢ auf die
linke Seite, so ergibt sich ein lineares Gleichungssystem in der iiblichen Form:

a + b + ¢ = 18,
—90a + 90b = 180,
-9b + 9¢ = 18

Auf die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix wenden wir den Gauflschen Algorithmus an:

L

1 1 1 18 o 1 1 1118 1 1 1118
E IM+1
-90 90 0| 180 N -1 10 2 ~ 0 2 1120
0 -9 9 18 0 -1 1 2 0 -1 1 2
II+111 L1 1718
~ 0 2 1120
00 312



Aus der letzten Matrix konnen wir von unten nach oben ablesen:

3
56212 - c=28

20+c=20— 2b=12 = ©b=6
a+b+c=18=— a=18—-6—-8=4.

Wir haben also tatséchlich Ziffern (also Elemente von {0, 1,...,9} als Losungen erhalten, und es
ist x = ,,abc” = 468.



