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1. Gegeben seien die Vektoren u; = , Ug = des R*.
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U sei der von u;, us und us aufgespannte Unterraum des R*. W C R* sei die Losungs-
menge des linearen Gleichungssystems
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a) Bestimmen Sie eine Basis von U und eine Basis von W.
b) Bestimmen Sie eine Basis von U N W, sowie die Dimension von U 4+ W.

c) Ergénzen Sie Ihre Basis von U N W aus b) zu einer Basis von U + W.

2. a) Es sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und Wy, Wy C V' Untervek-
torrdume. Welche Dimension kann W; N W5 haben, wenn dim W; = dim Wy = 3
und dim V' = 5 ist? Belegen Sie jeden moglichen Wert von dim (W5 N W3) durch
ein Beispiel mit V = R5.

b) Sei V = Poly(R) und
U={1+z+2* os+2°+2° 22+2°+2Y)ycV

Sei W C V ein Untervektorraum mit U @ W = V. Was ist dann dim W7 Geben
Sie ein solches W C V an.

3. Es sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, also dimV < oo, und es seien
U,W C V Untervektordume mit der Eigenschaft dimU + dim W = dim V.

a) Beweisen Sie, dafl dann auch dim(U NW) 4+ dim(U + W) = dim V ist.
b) Folgern Sie, dafi dann die folgenden Aussagen dquivalent sind:
i) Esist U+ W =V.
ii) Esist U@ W =V.
iii) Esist UNW = {0}.

(Hinweis: Beim Ringschluff i) = ii) = i) = i) st 1) = 1) klar
(warum?), fir die beiden anderen Implikationen hilft a).)



4. In dieser Aufgabe wollen wir den Beweis der Dimensionsformel (Satz 5.18) aus der
Vorlesung im dort nicht ausfithrlich behandelten Fall U N W = {0} als Liickentext
erarbeiten. Also:

Satz Essei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, dim V' < oo, und U, W C V
Untervektorraume mit U N W = {0} (aber U, W # {0}). Dann gilt

dim(U + W) =dimU + dim W (=dimU +dim W — dim(U N W)).

Beweis. Es sei

uy,...,u, eine Basis von U,
wy,...,ws eine Basis von W.
Behauptung: Dann ist uq,...,u,,wq,...,ws eine Basis von U + W.

(Warum geniigt es, diese Behauptung zu beweisen?)

Erzeugendensystem: Es gilt
U+W={ )+ ( )
= )

also erzeugen die Vektoren den Untervektorraum U + W.

Lineare Unabhdingigkeit: Es seien piy, ..., fy, 71, ..., Ts € R mit
iy + . ety + 1wy + .+ Tsws = 0. (%)

Zu zeigen ist
Aus (x) folgt

Hiur + .o+ ety =

Die linke Seite dieser Gleichung liegt im Untervektorraum _ , die rechte im Untervek-
torraum __. Der gemeinsame Wert (beide Seiten sind ja gleich!) liegt also im Unter-
vektorraum = {0}.

Also gilt pyuy + ... + ppru, = 0 und ebenso =0.

Wegen folgt daraus p; = ... = p, = 0.
Ebenso

folgt aber , und damit ist die lineare Unabhéngigkeit von uy, ..., u,, w1, ..., ws
bewiesen.

Bemerkung: Strenggenommen wire es nicht unbedingt nétig, diesen Beweis im Fall U N W = {0} gesondert zu fiihren.
Der Beweis aus der Vorlesung funktioniert véllig allgemein, wenn man bereit ist, auch dem Nullvektorraum {0} eine
Basis zuzubilligen, die dann eben aus null Vektoren besteht; ebenso kann man auch auf die eigene Behandlung der Fille

U = {0} bzw. W = {0} verzichten.

Fiir die Tutorien vom 21.1. bis 25.1.19



