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Ubung zur Vorlesung
,, Differential- und Integralrechnung I (Unterrichtsfach)“

-L6ésungssvorschlag-

1. a) Fiir 0 <z <1 ergibt sich zunéchst

lim 2™ =0,
n—oo

und mit y > 0 und damit y™ > 0 ergibt sich

n

0< <z" — 0.
1+ y" n—00
Aus dem Schrankenlemma 1.19 folgt damit lim a, = 0.
n—oo
b) Fiir x = 1 ist 2 = 1 und damit
1
a, =
1+ym

fiir alle n € N; somit erhélt man:

o FliirO <y < 1ist

1+ y* — 1 und damit lim a, = 1.
N~ n—oo n—00

—0

e Fiir y =1 ist y” = 1 und damit a, = % fiir alle n € N; insbesondere ist
lim a, = =
n—oo

o Fiir 1 <y ist
1+ y* — oo und damit lim a, = 0.

N~~~ N0 n—00
—00
c) Fir z > 1 erhélt man
" 1 1
Ay = n == 1 ym = 1 n
lL+y tE st (Y)
fir alle n € N mit
) 1
" — oo und damit — — 0.
n—o00 " n—oo

Damit erhalt man:



o Fir 0 <y <uzist £ <1, also

1 n 1 n
0< — + (E) — 0 und damit (wegen — + <E> >0) lim a, = oc.
xn €T n—00 xrm Y n—00
~
—0 —0

o Firy=uwist £ =1, also

1 n
- 4 (g) — 1 und damit lim a, = 1.

In A n—o0 n—oo0

—0 =1
o Fiir z <yist £ > 1, also

1 n

- 4+ <Q) — oo und damit lim a, = 0.
rn €T n—00 n—00

~

—0 —00

2. Wir zeigen, daf§ (z,)nen eine Cauchy- Folge in den reellen Zahlen ist. Sei ¢ > 0. Wihle
ng € N so, dafl ng > % Dann gilt fiir alle n,m > ng, 0.E. n > m,

i=m+1 i=m+1 i=m+1 i=m+1
n—1 n
1 1 1 1 1 1
=y -- S = -2 < =< =<k
7 1 m n m N
i=m 1=m+1

Also ist (z,,)nen eine Cauchy-Folge.
Da die reellen Zahlen vollstandig sind, ist die Folge (x,,),en somit konvergent.

|~

3. a) Seien a, = }L sowie b, = und damit ¢ = n fiir alle n € N; dann ist lim a, = 0

n? bn n—00
sowie lim b, = 0 und lim ($*) = oco.
n—oo n—oo “n
b) Seien a, = —+ sowie b, = - und damit 7% = —n fir alle n € N; dann ist lim a, =0
n n n n—o00
sowie lim b, = 0 und lim (§*) = —oo.

n—oo n—oo
c) Seien a, = = sowie b, = % und damit $* = c fiir alle n € N; dann ist lim a,, = 0 sowie
n

n—oo
lim b, =0 und lim (%) = c.

n—oo n—oo bn

d) Seien a, = (—1)"+ sowie b, = + und damit i = (=1)" fiir alle n € N; dann ist
lim a, = 0 sowie lim b, = 0, und die Folge (‘g—” nen ist beschréankt und divergent.
n—oo n—oo n

4. Sei (2])nen konvergent mit Grenzwert a € R, also 2/, — a. Setzen wir in der fiir alle
n—oo

x,y € R giiltigen Ungleichung
[f(@) = fW)l <q-lz -yl

x = a, und y = a, so erhalten wir

0 <[f(zh) = fla)l <q-lo —al — 0,



also gilt nach dem Schrankenlemma 1.19, daf§ f(z!)) — f(a) — 0, also

n—oo

= f(2) — f(a).

n—o0
Damit ist die Folge (z,)nen konvergent mit Grenzwert f(a).

ODER SO (ohne Verwendung des Grenzwerts a):

Wir zeigen, daB (z,),en eine Cauchy-Folge ist:

Sei dazu € > 0. Weil (z])),en konvergent ist, ist (2] ),en eine Cauchy-Folge. Es gibt also ein
no € N, so daf fiir alle n,m > ng gilt |27, — 27,[ < (wir kbnnen 0.E. ¢ > 0 annehmen).
Damit gilt fiir n,m > nyg

€
[ = | = 1f(a0) = F@)l < gl —a < = e

Die Folge (,)nen ist also ebenfalls eine Cauchy-Folge in R und daher konvergent.



