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Unordnung ist das halbe Leben

von Peter Müller

Zufällige Schrödinger-Operatoren modellieren elektronische Eigenschaften in ungeordneten Materialien, zu de-
nen bestimmte Legierungen, dotierte Halbleiter oder amorphe Substanzen zählen. Der folgende Beitrag gibt
einen Überblick über Grundlagen und aktuelle Entwicklungen dieses Teils der Mathematischen Physik im
Schnittbereich von Funktionalanalysis und Wahrscheinlichkeitstheorie.

Geordnete Strukturen mit ihren Symmetrien und der
deraus resultierenden Ästhetik haben die Menschen
seit jeher fasziniert. Ordnung und Symmetrie sind
auch der Schlüssel für unser tiefgreifendes mathe-
matisches Verständnis einer Vielzahl physikalischer
Phänomene. Als klassisches Beispiel lassen sich hier
die Beugungs- und elektronischen Eigenschaften ide-
al periodischer Festkörper anführen [AsMe], denen
auf mathematischer Seite die Theorie kristallographi-
scher Gruppen [H] und die Bloch-Floquet-Theorie li-
nearer Operatoren [RS] gegenübersteht. Dies ist auch
ein schönes Beispiel für die wechselseitige Befruch-
tung von Physik und Mathematik.

Die moderne Physik kennt aber nicht weniger spekta-
kuläre Phänomene, die in Situationen fernab jeglicher
Ordnung und Symmetrie auftreten oder deren Exi-
stenz durch das Fehlen von Ordnung gar erst ermög-
licht wird. Hierzu zählen die elektronischen Eigen-
schaften ungeordneter Festkörper [LGP, SE]. Die zu-
gehörigen physikalischen Modellvorstellungen führen
in mathematischer Hinsicht auf das Studium zufäl-
liger Schrödinger-Operatoren, ein Forschungsgebiet,
das sich sowohl der Stochastik als auch der Funktio-
nalanalysis zuordnen lässt.

Zufällige Schrödinger-Operatoren

Der Prototyp eines mathematischen Modells zur Be-
schreibung der elektronischen Eigenschaften unge-
ordneter Festkörper (zu denen bestimmte Legierun-
gen, dotierte Halbleiter und amorphe Materialien
zählen) stammt aus dem Jahr 1958 von P. W. An-
derson [A]. Anderson begründete damit einen neu-
en Zweig in der theoretisch-physikalischen Forschung,
wofür er zusammen mit N. F. Mott und J. H. van
Vleck im Jahr 1977 mit dem Nobel-Preis für Phy-
sik ausgezeichnet wurde. Das Anderson-Modell be-
rücksichtigt nur die quantenmechanische Bewegung
eines einzelnen (spinlosen) Elektrons in einem zufäl-
ligen elektrostatischen Potential V , welches den Ein-
fluss des irregulär strukturierten Festkörperhinter-
grunds karikiert. Formuliert für den diskreten Kon-
figurationsraum K = Z

d des d-dimensionalen hyper-
kubischen Gitters, lautet der zufällige Energie- oder
Hamilton-Operator des Elektrons

H := T + V. (1)

Er wirkt auf dem Hilbert-Raum H = �2(Zd) der
komplexwertigen, quadratsummierbaren Funktionen
ψ auf K = Z

d. Dabei steht der Operator der kineti-
schen Energie T für den negativen diskreten Laplace-
Operator, d. h.

(Tψ)(x) =
∑

y∈Zd: |x−y|=1

[ψ(x) − ψ(y)] (2)

für alle x ∈ Z
d und alle ψ ∈ H, worin |x| die Eu-

klidische Norm von x bezeichnet. Das Potential V –
konkrete Beispiele folgen später – ist im allgemeinen
ein zufälliges skalares Feld

V : Ω × K → R, (ω, x) �→ Vω(x), (3)

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum Ω. Vom zugehö-
rigen Wahrscheinlichkeitsmaß P fordert man Ergo-
dizität bzgl. (einer Untergruppe) der Translations-
gruppe auf K. Dies bedeutet, dass P translationsin-
variant ist und dass translationsinvariante Ereignisse
nur mit Wahrscheinlichkeit null oder eins auftreten
können. Den Zufallsoperator (1) erklärt man schließ-
lich durch seine Realisierungen Hω = T + Vω, in de-
nen das Potential als Multiplikationsoperator gemäß
(Vωψ)(x) := Vω(x)ψ(x) agiert.
Angesichts der Tatsache, dass die fundamentale phy-
sikalische Gleichung für die Quantendynamik eines
Elektrons, die Schrödinger-Gleichung, sich auf den
kontinuierlichen Konfigurationsraum K = R

d des
d-dimensionalen Euklidischen Raumes bezieht und
nicht auf das Gitter Z

d, genießen auch entsprechende
kontinuierliche Varianten von (1) auf dem Hilbert-
Raum H = L2(Rd) der komplexwertigen quadratin-
tegrablen Funktionen ψ über K = R

d hohe Popula-
rität. Gegenüber der diskreten Variante ändert sich
dabei an obigen Definitionen nur die des kinetischen
Energie-Operators T , der dann als negativer kontinu-
ierlicher Laplace-Operator gemäß

Tψ = −
d∑

α=1

∂2ψ

∂x2
α

(4)

die negativen zweiten partiellen Ableitungen aufsum-
miert. Sowohl die diskrete als auch die kontinuierli-
che Variante von (1) wird als zufälliger Schrödinger-
Operator bezeichnet. Für Details, präzise Vorausset-
zungen und Ergänzungen zu den folgenden Ausfüh-
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rungen, deren Auswahl natürlich Vorlieben des Au-
tors widerspiegelt, sei generell auf die Lehrbücher und
Übersichtsartikel [Ki, CL, PF, Stm, LMW] verwiesen.

Grundlegende Eigenschaften, Fragen
und Beispiele

Die Existenz des zufälligen Schrödinger-Opera-
tors (1) als dicht definierter, selbstadjungierter, er-
godischer Zufallsoperator auf H ist unter recht allge-
meinen Voraussetzungen an das Potential V sicher-
gestellt. Gleiches gilt für die zwei folgenden, sich aus
der Ergodizität ergebenden bemerkenswerten Basis-
eigenschaften, welche die Grundlagen für die Rele-
vanz zufälliger Schrödinger-Operatoren in der Physik
liefern.

(B1) Alle Anteile in der Lebesgue-Zerlegung des
Spektrums spec(H) von (1), das reine Punkt-
spektrum specpp(H), das singulär-stetige Spek-
trum specsc(H) und das absolut-stetige Spektrum
specac(H), sind nicht zufällig. Genauer, zu jedem
κ ∈ {pp, sc, ac} gibt es eine abgeschlossene Menge
Σκ ⊆ R, so dass specκ(Hω) = Σκ für P-fast alle
ω ∈ Ω gilt. Insbesondere folgt

spec(Hω) = Σ := Σpp ∪Σsc ∪Σac

für P-fast alle ω ∈ Ω.

(B2) Für E ∈ R existiert der fast-sichere Limes

lim
L→∞

Anzahl der Eigenwerte � E von HL
ω

Ld
=: N(E)

(5)

und ist nicht zufällig. Dabei steht HL
ω für eine selbst-

adjungierte Restriktion von Hω auf einen Würfel in
K mit der Kantenlänge L > 0. Die Menge der Wachs-
tumspunkte der als integrierte Zustandsdichte be-
zeichneten Abbildung R � E �→ N(E) ist das fast-
sichere Spektrum Σ von H.

Hierzu zwei Bemerkungen: (i) Unter dem reinen
Punktspektrum specpp(Hω) wird in (B1) der Ab-
schluss der Menge der Eigenwerte von Hω verstan-
den. Dies ist wesentlich, denn die Menge der Eigen-
werte selbst, welche typischerweise dicht in Teilen der
reellen Achse liegt, fluktuiert wild als Funktion von
ω, insbesondere gilt P(E ist ein Eigenwert endlicher
Multiplizität von H) = 0 für jedes beliebig gegebene
E ∈ R.
(ii) Die integrierte Zustandsdichte N ist die Vertei-
lungsfunktion eines Borel-Maßes N auf R mit Träger
Σ. Für eine Borel-Menge B ⊆ R misst N (B) die Vo-
lumendichte der Spektralwerte vonH in B. Das soge-
nannte Zustandsdichtemaß N läßt sich gut aus phy-
sikalischen Experimenten bestimmen, z. B. mit Hilfe
von Licht-Absorptionsmessungen.

Zu den wichtigen und interessanten Fragestellungen
der Theorie zufälliger Schrödinger-Operatoren – ge-
löst wie auch offen – zählen:

F1 Regularitätseigenschaften der integrierten Zu-
standsdichte N ,

F2 Lifschitz-Ausläufer von N ,
F3 Anderson-Lokalisierung und Delokalisierung,
F4 Berechnung elektrischer Leitfähigkeiten.

Um entsprechend detaillierte Aussagen treffen zu
können, ist es erforderlich, das Zufallspotential V ge-
nauer zu spezifizieren. Die am häufigsten studierten
Potentiale werden durch die folgenden Beispiele re-
präsentiert.

(A) Anderson-Potential (K = Z
d):

Vω(x) = ξ
(ω)
x , wobei {ξx}x∈Zd eine Familie unab-

hängig und identisch verteilter Zufallsvariablen Ω →
R ist mit einer bzgl. des Lebesgue-Maßes absolut-
stetigen Einzelplatz-Verteilung µ := P(ξx ∈ · ). Das
Spektrum von H ergibt sich in diesem Fall zu Σ =
[0, 4d]+supp(µ), das heißt aus der punktweisen Addi-
tion aller möglicher Kombinationen von Spektralwer-
ten der kinetischen Energie T und denen der poten-
tiellen Energie. Letztere sind durch den Träger der
Einzelplatz-Verteilung bestimmt.

(L) Legierungs-Potential (K = R
d):

Vω(x) =
∑

y∈Zd ξ
(ω)
y u(x − y) mit Zufallsvariablen

wie in (A) und einem nicht-negativen, beschränkten
Einzelplatz-Potential u : R

d → R
+ mit kompaktem

Träger. Analog zu (A) gilt Σ = [inf supp(µ),∞[.

(P) Poisson-Potential (K = R
d):

Vω(x) =
∑

α u
(
x−X

(ω)
α

)
, wobei u wie in (L) ist und

{X(ω)
α }α ⊂ R

d die Punktmenge der Realisierung ω
eines Poisson-Prozesses im R

d. Es gilt Σ = [0,∞[.

(G) Gauß-Potential (K = R
d):

V ist ein homogenes Gaußsches Zufallsfeld mit Mit-
telwert E[V (x)] = 0 und Kovarianz E[V (x)V (y)] =:
C(x − y), wobei C : R

d → R
+ beschränkt ist und

im Unendlichen hinreichend schnell abfällt. Es gilt
Σ = R.

Die Zufallspotentiale (P) und (G) genießen unter den
Kontinuumsmodellen hohe Popularität in der phy-
sikalischen Literatur. So gilt das Poisson-Potential
(P) als das Paradebeispiel eines Zufallspotentials zur
Modellierung von Systemen mit struktureller Unord-
nung, zu denen man auch viele amorphe Materialien
zählt. Die räumlichen Irregularitäten im Auftreten
der Störstellen werden hierbei durch den Poisson-
Prozess {Xα}α modelliert. Neben struktureller Un-
ordnung kennt man noch konstitutionelle Unordnung.
Darunter versteht man, dass ein Bruchteil der auf ei-
nem regelmäßigen Gitter sitzenden Festkörperatome
zufällig ausgewählt und durch Atome einer anderen
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Sorte ersetzt wird. Zufällige binäre Legierungen fal-
len hierunter, wie auch eine Reihe dotierter Halblei-
ter. Das Legierungspotential (L) nimmt hieraus seine
Motivation. Angesichts dessen wäre es allerdings na-
türlicher anstelle einer absolut-stetigen Einzelplatz-
Verteilung µ eine Bernoulli-Verteilung zu wählen, mit
Hilfe derer man zwischen den beiden Atomsorten un-
terscheidet. Letztere führt aber in technischer Hin-
sicht auf große Probleme. Das Gauß-Potential (G)
wird in der Physik zur Modellierung von sowohl
strukturell als auch konstitutionell ungeordneten Sy-
stemen sehr häufig eingesetzt – nicht nur für stark
ungeordnete Systeme, wo es aufgrund des zentralen
Grenzwertsatzes als besonders natürlich erscheint. Im
Gegensatz zu den genuinen Kontinuumspotentialen
(P) und (G) bringt die Gitterstruktur des Legierungs-
potentials (L) eine Reihe technischer Vereinfachun-
gen für den Fall K = R

d mit sich.

Im Folgenden werden die oben aufgeworfenen Fragen
F1 bis F4 der Reihe nach angesprochen.

F1 Regularitätseigenschaften der
integrierten Zustandsdichte

Diese eher technisch anmutende Fragestellung ist vor
allem deshalb von Interesse, da in der physikalischen
Literatur die integrierte Zustandsdichte N zumeist
als absolut-stetig angenommen wird. In der Tat ist es
ihre Lebesgue-Ableitung dN/dE, die Zustandsdichte,
welche man dort üblicherweise aus Experimenten ex-
trahiert oder theoretisch zu bestimmen versucht [SE].
Auf mathematischer Seite ist hierzu folgendes be-
kannt: Sowohl im eindimensionalen kontinuierlichen
Fall K = R als auch im allgemeinen diskreten Fall
K = Z

d ist N ohne zusätzliche Voraussetzungen an
das zufällige Potential V stetig, und, falls der Er-
wartungswert E{log(1 + |V (0)|)} < ∞ endlich ist,
sogar lokal log-Hölder stetig, d. h. zu jedem E0 ∈ R

gibt es eine endliche Konstante CE0 > 0, so dass
|N(E) − N(E′)| � CE0

∣∣log |E − E′|∣∣−1, wann im-
mer E ∈] − ∞, E0] und |E − E′| < 1 [CL, PF]. Ei-
ne entsprechend allgemeingültige Regularitätseigen-
schaft im Fall K = R

d, d � 2, die beispielsweise nur
die Existenz genügend hoher Momente von V voraus-
setzt, ist trotz jahrzehntelanger Bemühungen bislang
nicht etabliert und gilt als bedeutendes offenes Pro-
blem [Si1].

Ganz anders stellt sich die Situation dar, wenn man
Hölder- oder sogar Absolut-Stetigkeit gewisser Rand-
verteilungen von P voraussetzen darf, wie es z.B. in
(A) und (L) für die Einzelplatz-Verteilung µ gefordert
oder in (G) für die Verteilung von V (0) der Fall ist.
Denn mit Hilfe sogenannter Wegner-Abschätzungen
lässt sich diese Eigenschaft dann auf die integrierte
Zustandsdichte übertragen – eine Rechtfertigung für

die oben erwähnte Verwendung der Zustandsdichte
dN/dE in der Physik.

Nicht nur stellen Wegner-Abschätzungen bisher das
einzige Werkzeug zum Nachweis von Regularitätsei-
genschaften von N im Fall K = R

d für d � 2 dar, sie
gehen auch als zentraler Bestandteil in die unter F3
anzusprechenden Lokalisierungsbeweise ein.

F2 Lifschitz-Ausläufer

Für alle der aufgeführten Beispielpotentiale ist der
untere Rand des Spektrums Σ von H ein sogenann-
ter Fluktuationsrand. Darunter versteht man, dass
ein knapp über inf Σ liegender Spektralwert nur dann
existieren kann, wenn Realisierungen des Zufallspo-
tentials V vorkommen, die ganz spezielle, höchst un-
wahrscheinliche Eigenschaften haben. So kann bei-
spielsweise ein knapp über 0 liegender Spektralwert
im Fall (P) nur dann realisiert werden, wenn ein sehr
großes Gebiet im R

d vorliegt, in dem das Potenti-
al verschwindet, in das also kein einziger Poisson-
Punkt hineinfällt. Der russische Physiker I. M. Lif-
schitz begann in den 1960er Jahren Spektraleigen-
schaften zufälliger Schrödinger-Operatoren in der Nä-
he von Fluktuationsrändern zu studieren. Die Asym-
ptotik der integrierten Zustandsdichte N an Fluktua-
tionsrändern wird deswegen als Lifschitz-Ausläufer
bezeichnet. Auf mathematischer Seite erfordert die
Berechnung von Lifschitz-Ausläufern Methoden aus
der Theorie großer Abweichungen für stochastische
Prozesse. Damit konnte für den Fall (P) die ”Quan-
tenasymptotik“

lim
E↓0

log[− logN(E)]
− logE

=
d

2
(6)

und im Fall (G) das Verhalten

lim
E→−∞

− logN(E)
E2

=
1

2C(0)
(7)

bewiesen werden, siehe [LMW] für eine zusammenfas-
sende Darstellung. Ersetzt man N(E) durch N(E +
m) in (6), wobei m := inf supp(µ), so gilt das Re-
sultat auch in den Fällen (A) und (L), falls die
Einzelplatz-Verteilung µ([m,m + v]) für v ↓ 0 nicht
schneller als algebraisch verschwindet.

Nicht nur spielten Lifschitz-Ausläufer eine wichti-
ge historische Rolle in der mathematischen und
physikalischen Entwicklung der Theorie zufälliger
Schrödinger-Operatoren, ihr Auftreten ist auch ein
Indiz für Anderson-Lokalisierung im entsprechenden
Teil des Spektrums.

194 DMV-Mitteilungen 13-3/2005



Unordnung ist das halbe Leben

F3 Anderson-Lokalisierung und
Delokalisierung

Für die wichtige Frage, ob der zufällige Schrödinger-
Operator (1) ein elektrisch leitendes oder isolierendes
Material beschreibt, sind die Eigenschaften des durch
die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung

i
∂ψt

∂t
= Hψt (8)

gegebenen quantendynamischen Anfangswertpro-
blems entscheidend. Breitet sich eine zur Anfangs-
zeit t0 auf ein Kompaktum in K konzentrierte Funk-
tion ψt0 = ϕ ∈ H im Lauf der Zeit t > t0 derart
über den ganzen Konfigurationsraum K aus, dass ih-
re Momente Mn,I,ϕ(t) := ‖ |x|n/2χI(H)ψt‖2 für ge-
nügend großes n ∈ N und für t → ∞ nach Erwar-
tungswertbildung wie E [Mn,I,ϕ(t)] ∼ tnβ mit einem
von n unabhängigen Transportexponenten β > 0 di-
vergieren, so spricht man von dynamischer Deloka-
lisierung im Energieintervall I ⊆ Σ, siehe [GK2]
für Details. Dabei bezeichnet χI(H) den Spektral-
projektor von H bzgl. I und ‖ · ‖ ist die Norm im
Hilbert-Raum H. Der maximal mögliche Wert β = 1
des Transportexponenten wird zum Beispiel von der
ballistischen Dynamik des freien Teilchens mit dem
Schrödinger-Operator H = T realisiert. Gilt dage-
gen E [supt>0Mn,I,ϕ(t)] < ∞ für alle n ∈ N und
alle ϕ ∈ H mit kompaktem Träger, so spricht man
von (starker) dynamischer Lokalisierung im Energie-
intervall I ⊆ Σ. Dies bedeutet, dass ψt für alle Zei-
ten im wesentlichen auf einen endlichen Raumbereich
in K konzentriert bleibt. So eine Situation liegt bei-
spielsweise auch im Fall der gebundenen Zustände des
Wasserstoff-Atoms vor: ein Elektron, das anfänglich
an das Proton gebunden ist, bleibt für alle Zeiten um
den Ort des Protons lokalisiert.

Dynamische Lokalisierung in I impliziert spektrale
Lokalisierung in I [GK2]. Darunter versteht man,
dass H in I mit Wahrscheinlichkeit eins nur reines
Punktspektrum hat Σ ∩ I = Σpp ∩ I = I (mit ex-
ponentiell abfallenden Eigenfunktionen). Umgekehrt
spricht man von spektraler Delokalisierung in I, falls
Σ ∩ I = Σac ∩ I = I. Spektrale Lokalisierung impli-
ziert im allgemeinen nicht dynamische Lokalisierung,
jedoch liefern die Lokalisierungsbeweise, von denen
im nächsten Absatz die Rede sein wird, meist beides.
In dem Zusammenhang sei noch bemerkt, dass die in-
tegrierte Zustandsdichte N kein Instrument zur Un-
terscheidung verschiedener Spektraltypen darstellt,
da das Punktspektrum von H, wie bereits angespro-
chen, dicht ist.

In einer Raumdimension, K = R oder K = Z, zeigen
Transfermatrix-Methoden, dass bereits schwache Un-
ordnung typischerweise zu Lokalisierung des ganzen

Spektrums Σ = Σpp führt – so auch in den Beispie-
len (A), (L) und (P) [CL, PF, Stz]. Ganz anders ist
die Situation in höheren Raumdimensionen d � 2,
wo man Lokalisierung nur in der Nähe von Fluktua-
tionsrändern des Spektrums erwartet, und nur genü-
gend starke Unordnung in der Lage sein sollte, sie
auch in anderen Teilen des Spektrums hervorzuru-
fen. Bisher stehen zwei Techniken zur Auswahl, derer
sich alle mathematischen Lokalisierungsbeweise der-
artiger Aussagen für d � 2 bedienen. (1) Die von J.
Fröhlich und T. Spencer 1983 eingeführte und später
vereinfachte Multiskalenanalyse ist eine sehr aufwän-
dige Induktionsstrategie, um die Resolvente von H
zu kontrollieren. Es handelt sich dabei um eine pro-
babilistische Implementierung von KAM-Methoden,
kombiniert mit Techniken aus der Perkolationstheo-
rie. Die Technik und das Verständnis der Multiska-
lenanalyse sind jüngst von J. Bourgain, ausgezeich-
net im Jahr 1994 mit der Fields-Medaille, und C. E.
Kenig [BK] deutlich vorangetrieben worden. (2) Die
für K = Z

d entwickelte, wesentlich einfachere Al-
ternative stammt von M. Aizenman und S. Molcha-
nov aus dem Jahr 1993 und arbeitet mit fraktionel-
len Momenten der Resolvente. Ihre erst kürzlich auf
K = R

d erfolgte Übertragung für das Beispiel (L)
hat leider viel von der ursprünglichen Einfachheit
eingebüßt. Die Durchführung der Multiskalenanaly-
se für die Modelle (A) und (L) ist seit Jahren woh-
letabliert [CL, PF, Stm, GK1]. Der für das Modell
(G) bekannte Beweis erfordert demgegenüber einige
Abwandlungen und ist jüngeren Datums [FLM, U].
Dagegen galt der Fall (P) bis vor einigen Monaten als
offene Herausforderung. Der nun vorliegende Beweis
[GHK] verwendet zahlreiche neue Ideen, die in [BK]
für einen ebenso lange erwarteten Lokalisierungsbe-
weis für das Anderson-Bernoulli-Modell in d � 2 ent-
wickelt wurden. Bei letzterem handelt es sich um eine
Variante von (L) mit einer Bernoulli-Verteilung für
das Einzelplatz-Potential µ.

Der Fall d = 2 ist spezieller Natur. Hier wird die
Möglichkeit diskutiert, dass schwache Unordnung,
wie in einer Dimension, bereits zu Lokalisierung im
ganzen Spektrum führen könnte, wenn auch mögli-
cherweise nur mit algebraisch abfallenden Eigenfunk-
tionen. Es gibt bis heute keinerlei Sätze, die die-
se Aussage befürworten oder ihr widersprechen. Die
wohl bedeutendste offene Frage betrifft jedoch den
Nachweis spektraler oder dynamischer Delokalisie-
rung für ergodische zufällige Schrödinger-Opertoren
in d � 3, deren Existenz seit Anderson [A] nicht an-
gezweifelt wird. Bislang wurde spektrale Delokalisie-
rung lediglich für ein Anderson-Modell auf Cayley-
Bäumen gezeigt [Kl, ASW]. Für das zufällige Landau-
Modell, d. h. das eines Elektrons im Konfigurations-
raum K = R

2 unter dem Einfluss eines räumlich kon-
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stanten Magnetfelds und dem Zufallspotential (L),
wird in [GKS] dynamische Delokalisierung in der Nä-
he der Landau-Niveaus nachgewiesen, was ein erstes
Resultat dieser Art darstellt.

F4 Leitfähigkeiten

Zu Beginn des letzten Punktes wurde bereits ange-
deutet, dass Lokalisierung bzw. Delokalisierung sich
in isolierenden bzw. leitenden elektrischen Eigen-
schaften des Systems widerspiegeln sollte. Die direkte
Messgröße hierfür ist die elektrische (Wechselstrom-)
Leitfähigkeit σ(ν). Sie gibt an, wie sich die mittlere
Geschwindigkeit eines Elektrons, und somit der elek-
trische Strom, ändert, wenn man das System einem
elektrischen Wechselfeld der Frequenz ν ∈ R aussetzt.
Selbstverständlich sollte – im Gegensatz zu einem
Metall – ein elektrischer Isolator dadurch gekenn-
zeichnet sein, dass seine Gleichstrom-Leitfähigkeit
σ(0) am absoluten Temperaturnullpunkt T = 0 ver-
schwindet. Dass dem für Energien im Bereich dyna-
mischer Lokalisierung so ist, haben [N, BGKS] be-
wiesen – nebst Wohldefiniertheit von σ(0), versteht
sich. Dieses Ergebnis bestätigt auf mathematisch ri-
gorose Weise, dass das Konzept der (dynamischen)
Lokalisierung physikalisch sinnvoll ist.
Der Physiker und Nobelpreisträger N. F. Mott hat-
te vor mehr als 35 Jahren Gleiches im Sinn, als er
mit einer stark heuristisch geprägten Argumentati-
on zeigte, dass σ(ν) im lokalisierten Bereich und bei
T = 0 im Limes ν ↓ 0 wie ν2

(
log 1

ν

)d+1 verschwindet.
Von dieser, heute unter dem Namen Mott-Formel be-
kannten Asymptotik glaubt man in der Physik, dass
sie das generische Verhalten der Leitfähigkeit im loka-
lisierten Energiebereich eines ungeordneten Festkör-
pers bei T = 0 widergibt. Eine mathematisch rigoro-
se Definition von σ(ν) steht heute noch aus. Jüngst
konnte aber gezeigt werden [KLM], dass Integrale der
Leitfähigkeit

∫
B

dν σ(ν) über Borel-Mengen B ⊂ R

als Werte S(B) eines wohldefinierten Borel-Maßes S
interpretiert werden können. Im Rahmen des Modells
(A) gehorcht dieses Leitfähigkeitsmaß S außerdem
der Abschätzung

1
ν
S([0, ν]) � const. ν2

(
log

1
ν

)d+2

, (9)

für genügend kleine Frequenzen ν > 0 [KLM]. Die
obere Schranke (9) kommt bis auf eine Potenz des
Logarithmus an die berühmte Mott-Formel heran.

Schlusswort: Von Bienen und Blüten

Die eingangs erwähnte wechselseitige Befruchtung
zwischen Physik und Mathematik und die dabei aus-
geübte Rolle der Mathematischen Physik wirft die
Frage auf, wie sich die Beschäftigung mit zufälligen

Schrödinger-Operatoren über das unmittelbare Ge-
biet hinaus auf die Funktionalanalysis und die Sto-
chastik ausgewirkt hat. Hierzu drei Beispiele in zu-
nehmender Allgemeinheit und Bedeutung:

(i) Motiviert durch zufällige Schrödinger-Operatoren
mit einem Gaußschen Potential (G), wird in [Si2,
BLM] eine Feynman-Kac-Formel für eine (in einem
gewissen Sinne) maximale Klasse nach unten un-
beschränkter Schrödinger-Operatoren bewiesen, die
zur Charakterisierung allgemeiner unbeschränkter
Schrödinger-Halbgruppen dient.
(ii) Untersuchungen zum Zusammenhang zwischen
spektralen und dynamischen (De-) Lokalisierungskri-
terien führten zu einem vertieften Verständnis zwi-
schen Regularitätseigenschaften von Spektralmaßen
selbstadjungierter Operatoren und quantendynami-
schen Transportgrößen, siehe z.B. die Übersichtsdar-
stellung [G].
(iii) Als letztes und wohl immmer noch bedeutsam-
stes Beispiel sei angeführt, dass die grundlegende
Arbeit von M. D. Donsker und S. R. S. Varadhan
zur Asymptotik des ”Wiener Würstchens“ [DV] durch
das Problem der Lifschitz-Ausläufer motiviert wor-
den war.
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