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Aufgabe 1. (6 Punkte)

Berechne die folgenden eigentlichen oder uneigentlichen Integrale:

(a)
∫ π

2

−π
2

esin(x) cos(x) dx; (b)
∫ ∞

0

x2e−x dx.
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Aufgabe 2. (6 Punkte)

Sei V der Vektorraum aller auf dem Intervall [0, 1] definierten reellwertigen Polynome f
höchstens zweiten Grades. Welche der angegebenen Funktionen pj : V → R≥0 sind
Normen auf V ?

(a) p1(f) := |f(0)|;

(b) p2(f) :=

∫ 1

0

|f(t)f(1− t)| dt;

(c) p3(f) := |f(0)|+ |f(1
2
)|+ |f(1)|.
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Aufgabe 3. (6 Punkte)

Sei f : R→ R differenzierbar und A : Rn → Rn, definiert durch x 7→ f(‖x‖2)x, ein
Vektorfeld. Man zeige, dass A in allen Punkten x ∈ Rn \ {0} differenzierbar ist und es
gilt

〈∇, A〉(x) = f ′(‖x‖2)‖x‖2 + nf(‖x‖2) (x ∈ Rn \ {0}).
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Aufgabe 4. (6 Punkte)

Man bestimme Lage und Art der lokalen Extremstellen der Funktion f : R2 → R,
definiert durch

(x, y) 7→ xy2 − 4xy + x4.
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Aufgabe 5. (6 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum mit der diskreten Metrik

d(x, y) :=

{
0, für x = y,
1, für x 6= y.

Man zeige: Eine Teilmenge A ⊆ X ist genau dann kompakt, wenn sie endlich ist.
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Aufgabe 6. (6 Punkte)

Sei X := C([−1, 1]) der Banach-Raum der stetigen, auf dem Intervall [−1, 1] definierten
Funktionen, versehen mit der Supremumsnorm. Man zeige, dass es genau ein f ∈ X
gibt, so dass

f(x) =
1

2
arctan(f(x)) + ex

für alle x ∈ [−1, 1] erfüllt ist.
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