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10.1. Sei Ω ⊂ Rn beschränkt und offen; k ∈ C1(Ω), es existiert k0 > 0 mit k(x) > k0 für
alle x ∈ Ω; a ∈ C(Ω), a(x) > 0 für alle x ∈ Ω. Beweise, dass

〈u, v〉H :=

∫
Ω

k(x)(∇u)(x)(∇v)(x) dx+

∫
Ω

a(x)u(x)v(x)dx

ein Skalarprodukt in H := W 1,2
0 (Ω) definiert, und dass H mit diesem Skalarprodukt ein

Hilbertraum ist.

10.2. (a) Beweise, dass es genau ein stetiges lineares Funktional δ : W 1,2(R) → R
existiert, sodass für alle u ∈ C∞0 (R) die Regel δ(u) := u(0) gilt.

(b) Finde ein w ∈ W 1,2(R), sodass

δ(u) = 〈w, u〉W 1,2(R) =

∫
R

(
(∇w)(x)(∇u)(x) + w(x)u(x)

)
dx für alle u ∈ W 1,2(R)

gilt. Die Existenz und Eindeutigkeit von w folgen aus dem Darstellungssatz von
Riesz (Satz 7.3).

10.3. Für k ∈ N0 sei

Vk :=
{
v(x) =

k∑
j=0

ajx
j : a0, . . . , ak ∈ R

}
der Raum aller Polynome vom Grad 6 k auf (−1, 1). Für k = 0, 1, 2 berechne

inf
v∈Vk

E(v), E(v) :=

∫ 1

−1

(∣∣v′(x)
∣∣2 +

∣∣v(x)
∣∣2)dx− 2v(0),

und die entsprechenden Minimierer.

Besprechung: Am Montag, den 21. 1. 2019.


