Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen
Matrizen,

Yon
Ernst Hellinger und Otto Toeplitz in Gottingen.

Vorgelegt von D, Hilbert in der Sitzung vom 28..Juli 1906.

Es hat sich in der Algebra der gemeinen komplexen Grofien
vielfach als miitzlich herausgestellt, neben den komplexen Grifien
selbst auch noch quadratische Systeme von solchen:

......

......

' sog. Matrizen, als Objekte der Rechnung einzufithren, und zwar
in der folgenden Weise: Unter der Summe zweier Matrizen (a,,),
(b,) versteht man die Matrix (a,+05,), unter dem Produkt von

(a,) und (b,) die Matrix (2 a, b,,k>, alsdann kann man die ele-

mentaren Rechenregeln der Addition und Multiplikation leicht be-
weisen, nur gilt das kommutative Gesetz der Multiplikation nicht.
n, die Reihenzahl der Matrizen, ist hierbei eine willkiirlich, aber
fest gewidhlte ganze Zahl

Neuere Untersachungen aus dem Gebiete der Integralgleichungen
und insbesondere die kiirzlich von Herrn D. Hilbert gegebene
Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Variabeln?)
haben nun die Aussicht ertfinet, daf ein #dhnlicher Kalkiil mit
anendlichen Matrizen (# = oo) sich fiir manche Gebiete der
Analysis in dhnlicher Art als niitzlich erweisen kinnte.

Unter einer unendlichen Matrix verstehen wir ein qua-
dratisches, nach-rechts und unten unbegrenzt ausgedehntes System

1) Diese Nachr. 1906, S. 157 ff.
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komplexer Gréfien

eine sogenannte Doppelfolge. Man kann von solchen Systemen
sprechen, ohne iiber ihre Elemente irgend welche Konvergenz-
elgenschaften vorauszusetzen; man kann auch die Summe (a,,+,)
zweier solcher Matrizen stets bilden; aber man kann nicht ohne

weiteres von dem Produkte ( > a. bak) reden, da die unend-
a=1,2,...

liche Reihe Zaw « Dicht zu konvergieren brauncht, wenn man die
@, b, ganz ‘willkiirlich wihlt. Danach ist es ausgeschlossen, in
strenger Analogie mit dem Verfahren bei endlichem » die Ge-
samtheit aller unendlichen Matrizen als Objekte der Rechnung
aufzufassen. .

So entsteht die Aufgabe, aus der Gesamtheit aller unendlichen
Matrizen eine moglichst weite Gesamtheit herauszugreifen, in der
sich die elementaren Rechenoperationen etablieren lassen, d. h.
das allgemeinste System von unendlichen Matrizen zu umgrenzen,
das den folgenden Forderungen geniigt:

I Die Summe zweier Matrizen des Systems gehort wiederum

dem Systeme an.
II. Das Produkt zweier Matrizen des Systems existiert in dem
Sinne, daB 3 a,,b,, absolut ') konvergiert, und gehort wieder

dem Systemo:a an.

Vollstdindigkeitsforderung B (I, II): Das System ist nicht
als Teil in einem anderen Systeme unendlicher Matrizen
enthalten, welches ebenfalls den Forderungen I, II geniigt.

Bei der Behandlung dieser Aufgabe sind wir unter anderem
zu folgenden Resultaten gelangt. Ein gewisses System unend-
licher Matrizen, welches in der erwihnten Mitteilang von Herrn
Hilbert eine Rolle spielt, gentigt allen drei Forderungen; es
ist dies das System derjenigen Matrizen (a,), deren zugehtrige
Bilinearformen 2% z,y, absolut konvergieren und dem Betrage

nach unter emer von den z,, y, unabhingigen Grenze M bleiben
fiir alle reellen pos1t1ven Z,, Ty, ... und ¥,, ¢,, ..., deren Quadrat-
summen Zx‘, E y: konvergieren und gleich 1 smd 2), dieses System

moge als 'das System 9 bezeichnet werden.

1) Ohne eine derartige Forderung kann man das associative Gesetz der
Multiplikation nicht beweisen.
2) In Hilbertscher Benennung: beschrinkte Formen.
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Der Beweis, daf § den drei aufgestellten Forderungen geniigt,
stiitzt sich aunf die folgenden beiden Konvergenzsitze, die wohl
auch an sich Interesse bieten:

Hilfssatz 1. Sei a,,a,, ... eine unendliche Folge reeller
positiver Grofen und konvergiert die unendliche Reihe (Linear-
form) X a,z, fir alle diejenigen reellen positiven z,, 2, ..., deren

Q,ua,dra;;summe > 2 konvergiert und gleich 1 ist, so konvergiert

£2
auch X o}, und es ist fiir alle jene z,:
%
S a0 < VS d
1 K

Hilfssatz 2. Sei eine unendliche Doppelfolge reeller posi-
tiver Grofen vorgelegt, die der Symmetriebedingung a, = a,, ge-
niigt, und konvergiert die quadratische Form 3 a,z; 2, fiir alle

1k
reellen positiven Wertsysteme z,, 2,, ... mit konvergenter Quadrat-
summe X2} = 1, so gibt es eine reelle positive Zahl M derart,

da fiir alle jene Wertsysteme z, der Wert der unendlichen qua-
dratischen Form
PHREES
ist. N
Man kann diese Sdtze auch kurz so aussprechen: Hat eine
lineare oder quadratische Form der unendlichvielen Variablen fiir
jedes der Bedingung > 2} =1 geniigende Wertsystem einen end-

lichen Wert, so bleibt sie in dem ganzen Gebiete > #; =1 unter

einer endlichen Grenze (ist ,beschrinkt®).

Dafl  den Forderungen I, II geniigt, folgt, wie auch in der
Note von Herrn Hilbert enthalten, leicht ans den dort benutzten
einfachen Ungleichungen ). Schwieriger ist der Beweis der Voll-
stindigkeit von 9, der sich auf den tiefer liegenden Hilfssatz 2
stiitzt.

Es hat sich ferner herausgestellt, da8 §, obwohl es der Voll-
stindigkeitsforderung geniigt, nicht alle Systeme unendlicher
Matrizen als Teilsysteme enthilt, welche den Forderungen I, II
geniigen. Man erhdlt ein anderes, ebenfalls der Vollstindigkeits-
forderung geniigendes System aus den Matrizen 4 von §, indem
man P~ AP bildet, unter P, P etwa die Matrizen

1) L. ¢c. 8. 176 ff. — Bei Herrn Hilbert entspricht dem Produkte der
Matrizen (a,,), (b,,) die Faltung der zugehorigen Bilinearformen

A(z,.) B(.,9) =,- qu A, bor 2 Yo
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1, 0,0, . 1, 0,0, .

0,40, . 0,2 0,.

0,0, % ./ \0,0,38,.
verstanden. Indem man P variiert, gewinnt man eine grofie Menge
solcher zu 9 holoedrisch-isomorpher, von  verschiedener Systeme,

die alle ebenfalls I, II, B(I, II) geniigen.
Man kann § unter der Gesamtheit dieser zu § isomorphen
Systeme eindeutig durch die weitere Forderung charakterisieren:
IT. Ist (@,) eine Matrix des Systemes, so gehort die ,konju-
gierte Matrix“

Qyyy Doy oo
! — —
A - (akt') - a’m? azz) e

gleichfalls dem Systeme an.

Aber mit diesen zu § isomorphen Systemen ist die Gesamt-
heit der Systeme, die I, IT, B(I, II) geniigen, noch nicht erschopft.
Das System % aller unendlichen Matrizen, in deren jeder Kolonne
immer nur eine endliche Anzahl von Null verschiedener Elemente
steht (die aber mit dem Kolonnenindex beliebig wachsen kann),
und deren Elemente im iibrigen keiner Konvergenzbedingung unter-
worfen sind, geniigt ebenfalls den drei Forderungen; man kamn
beweisen, daB es zm § nicht holoedrisch-isomorph ist. Ebenso
zeigt die Gesamtheit B aller unendlichen Matrizen, deren jede
Zeile sowohl als Kolonne immer nur endlich viele von Null ver-
schiedene Elemente aufweist, die wiederum keiner Konvergenz-
einschriinkung unterworfen sind, da8 § nicht das einzige System
ist, welches I, II, IIT und B, II, III) geniigt, d.h. in keinem
grioferen, I, II, ITT geniigenden Systeme enthalten ist. Vielmehr
existiert noch eine grofie Fiille derartiger Systeme.

Wir behalten es einer ausfiihrlichen Verdffentlichung vor,
iiber alle diese verschiedenen Systeme und ihre Bedeutung fiir die
Analysis eine Uebersicht zu geben. Auch von der Division wird
dort noch zu handeln sein. Bei ihr tritt schon im Systeme 9
gegeniiber den endlichen Matrizen als neu die Miglichkeit auf, daf
zu einer (unsymmetrischen) Matrix unendlich viele Reziproke im
Systeme existieren, d. h. solche die mit ihr maultipliziert die Ein-
heitsmatrix:

1, 0,0, .
010,.
0,01,.

......

-

E =

~
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ergeben. Ein Beispiel bietet die Matrix

0,1,0,.
0,0,1,.

.....

zu der die Matrizen:

-------

fiir beliebige a,, @,, ... reziprok sind. Zum Schluf sei hier nur
noch der Satz erwihnt, daf jedes I, II, B(I, II) geniigende System
die Einheitsmatrix F enthilt.

Gottingen, Juli 1906.







