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Tutoriumsaufgaben

Falls nicht anders vermerkt, sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und G, A C F Teil-
o-Algebren.

Aufgabe T9.1 Beweisen Sie folgende bedingte Form der Chebyshev-Ungleichung: Fiir ¢ > 0
gilt
E[X2| A
P(|X|>c|A) < [72’]
c

Aufgabe T9.2 Seien X,Y € £2. Zeigen Sie, dass E[X E[Y|G]] = E[Y E[X|G]].

Aufgabe T9.3 Bestimmen Sie E {X | o ({0, %)})}, wobei X : w + w die Identitdt auf
([07 1]7 B([Oa ”)7“(0,1)) ist.

Aufgabe T9.4 Bestimmen Sie E[X | X?] fiir X ~ N(0,1).

Aufgabe T9.5
(a) Sei X € £2 und Hq = {Y € L2(P) : Y ist A-messbar}. Zeigen dass f : H4 — R mit
f(Y)=E[(X —Y)?] von Y = E[X|A] minimiert wird.
(b) Zeigen Sie, dass [E[X|A]| < E[|X] | A].
(c) Sei ¢ : R — R konvex. Zeigen Sie, dass p(E[X|A]) < E[p(X)]Al.
(d) Sei A C G und E[X|G] A-messbar. Zeigen Sie, dass dann E[X|A] = E[X|G].



Hausaufgaben

Aufgabe H9.1 Sei G € G und A € F. Zeigen Sie die Bayes-Formel, namlich

_ JE[La|G]dP

B

Aufgabe H9.2 Zeigen Sie, dass

E[XY | G]” <E[X?|G] - E[Y?|g].

Aufgabe H9.3 Geben Sie ein Beispiel auf 2 = {a, b, c} an, fir das

E[E[X]A] | G] #E[E[X|F] | A].

Aufgabe H9.4 Wir definieren Var(X | G) := E[X?|G] — E[X|G]? fiir X € L£2. Zeigen Sie,
dass
Var(X) = E[Var(X | §)] + Var(E[X|G]).

Aufgabe H9.5 Sei X € £2 und nehme an, dass E[X|G] 4x. Zeigen Sie, dass E[X|G] = X

fast sicher.



