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Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T2.1 Sei µ ein Maß auf (R,B(R)) mit stetig differenzierbarer Verteilungsfunktion
F (x) = µ((−∞, x]). Zeigen Sie, dass µ eine Lebesgue-Dichte besitzt und bestimmen Sie diese.

Aufgabe T2.2 Zeigen Sie, ohne dabei die Jensen-Ungleichung zu benutzen: Gilt E[|X|k] <
∞, so folgt für 0 < j < k, dass E[|X|j ] <∞ und sogar

E[|X|j ] ≤ (E[|X|k])j/k.

Aufgabe T2.3 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R und sei F (x) = P ((−∞, x]). Zeigen
Sie, dass für c > 0 ∫

R

(
F (x+ c)− F (x)

)
dx = c.

Aufgabe T2.4 Sei p > 0 und X ≥ 0 eine Zufallsvariable mit E[|X|p] <∞. Zeigen Sie, dass

(a) ypP (X > y) y→∞−−−→ 0, (b) E[Xp] = p

∫ ∞
0

yp−1P (X > y) dy.

Aufgabe T2.5 Für eine Zufallsvariable X gilt

‖X‖∞ = lim
p→∞

‖X‖p.
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Hausaufgaben

Aufgabe H2.1 Sei ‖X‖∞ := inf{M > 0 : P ({ω : |X(ω)| > M}) = 0}. Seien X,Y zwei
Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass

E[|XY |] ≤ ‖X‖1‖Y ‖∞.

Aufgabe H2.2 Seien µ, ν zwei σ-endliche Maße auf (Ω,A). Sei µ� ν und f die Dichte von
µ bzgl. ν. Sei weiterhin eine messbare, µ-integrierbare Funktion g gegeben. Zeigen Sie, dass∫

A
g · f dν =

∫
A
g dµ ∀A ∈ A.

Aufgabe H2.3 Wir führen die Beta(α, β)-Verteilung über die Lebesgue-Dichte

f(x) = 1
B(α, β)x

α−1(1− x)β−1 · 1(0,1)(x)

mit Parametern α, β > 0 ein. Hierbei gilt für den Normierungsfaktor

B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β) =

∫ 1

0
uα−1(1− u)β−1 du,

wobei Γ die Gamma-Funktion (also Γ(z) =
∫∞

0 tz−1e−t dt für z > 0) bezeichne. Sei nun X
Beta(α, β)-verteilt. Bestimmen Sie E[Xk] für k ∈ N.

Aufgabe H2.4 Sei X eine Zufallsvariable. Es existiere r > 0, sodass ‖X‖r =
(E[|X|r])1/r <∞. Zeigen Sie

lim
p→0
‖X‖p = eE[log |X|].

Hinweis: Es kann hilfreich sein, den Ausdruck p−1(E[|X|p]− 1) für p→ 0 zu betrachten.

Aufgabe H2.5 Sei (Xn)n∈N eine Folge an unabhängigen, identisch verteilten (i.i.d.) und
beschränkten Zufallsvariablen (d.h. es existiert M ∈ R, sodass P (|X1| ≤ M) = 1). Sei
weiterhin E[X1] = 0. Wir definieren Sn = n−1∑n

i=1Xi. Zeigen Sie, dass

E[S4
n] ≤ 4

n2E[X4
1 ].
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