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Stochastik: Ubungsblatt 13

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T13.1 Sei (2, P(Q),{Bin(n,0) : 0 < 6 < 1}) ein statistisches Modell mit =
{0,...,n}. Zeigen Sie, dass es sich hierbei auch um ein exponentielles Modell handelt. Geben
Sie die exponentielle Familie und einen besten Schétzer an.

Aufgabe T13.2 Um bei Umfragen zu heiklen Themen (,,Nehmen Sie harte Drogen?) die
Privatsphére der befragten Personen zu schiitzen und zuverlédssige Antworten zu bekommen,
wurde das folgende ,,Unrelated Question“-Befragungsmodell vorgeschlagen: Ein Stapel Fra-
gekarten ist zur Hélfte mit der heiklen Frage A und zur anderen Hé&lfte mit einer harmlosen
Frage B beschriftet, welche nicht mit Frage A zu tun hat (,Waren Sie letzte Woche im Ki-
no?“). Der Interviewer lisst jede(n) Befragte(n) die Karten mischen, eine Karte verdeckt
ziehen und die darauf gestellte Frage beantworten. Die untersuchte Personengruppe enthalte
einen bekannten Anteil pp an Personen, welche Frage B bejahen (Kinogénger). Sei 6 = pg
die Wahrscheinlichkeit, mit der die heikle Frage A bejaht wird. Es werden n Personen unab-
héngig befragt. Prézisieren Sie das statistische Modell, geben Sie einen besten Schétzer fiir
f an und bestimmen Sie dessen Varianz.

Aufgabe T13.3 Sei (2, F,{Fy : 0 € O}) reguldr mit Fisher-Information I(#). Wir betrach-
ten nun das n-fache Produktmodell mit dessen Fisher-Information %" (6). Zeigen Sie, dass
I%"(0) = nI().

Aufgabe T13.4
(a) Betrachten Sie das Modell (Ng, P(Ny), Py : 6 > 0) der Poisson-Verteilungen

0’(1,
Poig({n}) = 6_95, n € Npy.
Nehmen wir nun an, wir sind nicht daran interessiert, # direkt zu schitzen, sondern
g(#) = e~ (die Wahrscheinlichkeit, in drei Versuchen keinen Treffer zu erzielen). Wir
nennen einen Schatzer T fur g(f) erwartungstreu, falls Eg[T] = g(6). Zeigen Sie: g(6)
besitzt nur einen einzigen erwartungstreuen Schétzer, welcher wenig sinnvoll ist.
(b) Sei nun (2 = {0,...,n},P(N2),{Bin(n,0) : 0 < # < 1}) das Binomial-Modell. Zeigen
Sie: g(f) ist genau dann erwartungstreu schétzbar, wenn g ein Polynom vom Grad
hochstens n ist.



Hausaufgaben

Aufgabe H13.1 Sei ein statistisches Modell (2, F,{Fy : 0 € ©}) mit © C R gegeben seien
und weiterhin S, T zwei erwartungstreue beste Schétzer fiir 0. Zeigen Sie: Py(S =1T) = 1.

Aufgabe H13.2 Sei (R, B(R),{N(p,v) : p € R,v > 0}) das statistische Modell der Nor-
malverteilung.
(a) Zeigen Sie, dass bei fester Varianz v > 0 die Familie {N (p,v) : u € R} eine exponenti-
elle Familie bildet und bestimmen Sie einen besten Schétzer.
(b) Zeigen Sie, dass bei festem Erwartungswert u € R die Familie {NV(u,v) : v > 0} eine
exponentielle Familie bildet und bestimmen Sie einen besten Schétzer.

Aufgabe H13.3 Gegeben sei (R, B(R"), {Q5™ : 0 € R}), wobei Qy die Dichte

fo(z) = e l7*

der zweiseitigen Ezxponentialverteilung besitze. Zeigen Sie: Jeder Median der Stichprobe
(X1,...,X,) ist MLE-Schétzer fiir # und zeigen Sie, dass dieser nur fiir ungerades n eindeutig
bestimmt ist. Bemerkung: m ist Median einer Stichprobe, wenn mindestens die Hdlfte aller
Beobachtungen einen Wert von hochstens m und mindestens die Hdlfte aller Beobachtungen
einen Wert von mindestens m annimmdt.

Aufgabe H13.4 Betrachten Sie zu gegebenem p € R das n-fache Gauf3’sche Prooduktmodell
(R™, B(R™), N' (i1, 6%)®™ : § > 0). Zeigen Sie: Die Statistik
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ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir 6, jedoch erreicht ihre Varianz fiir kein 6 die Cramér-
Rao-Schranke 1/1(0).



